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THEORIE DE LA PLASTICITE

onsidérons une structure a I’'état naturel : en tout point de la structure,

les composantes du tenseur déformation et du tenseur contrainte sont
nulles. Sous l'effet de causes extérieures variées, cette structure peut subir des
changements d’états. Nous nous bornons aux changements d’états qui peuvent
étre caractérisés par un changement trés faible de la forme et des dimensions
de la structure ; nous conservons donc l'une des hypothéses fondamentales de
la théorie de I'élasticité (article Théorie de I'élasticité [A 305] dans le présent
traité) : la transformation qui améne la structure de I’état naturel a I'état

déformé est infiniment petite.

La transformation, qui améne un point matériel de la structure
d’une position initiale de coordonnées (x, y, z) a une position finale
de coordonnées (x + u, y + v, z+ w), est définie par les six compo-
santes du tenseur déformation (article Déformations et contraintes
dans un milieu continu [A 303] dans ce traité) :

1) _1<M+§1)
179x 172 dy 0z
_ovo 1 (du, dw
2= 5, y2‘2(az+ax) o
en = AW _l<ﬂ+ﬁ)
3= 3z =7 ox oy

Ces six composantes vérifient donc les conditions d’intégrabiliteé :

0% _ i(_ i%%)
dydoz  dx ox  Jdy 0z
0%, _1(%_% %)
0zox dy \ox dy 0z
0%eg _i(% %%)
oxdy 0z \odx dy 0z
d%y; 0% 9%, 2
dydz = 9y?2 = 9z2
) 92y, _ 0%, 0%,
9zdx 0z2  9x2
) 92y, _ 02, A 92%g,
axdy  9x2  9y?

En particulier, si I'on applique des forces extérieures a la structure
supposée a I'état naturel, des déformations apparaissent. Lorsque
la suppression des forces appliquées entraine le retour a |'état
naturel, la structure est élastique. Dans ce cas, le travail dépensé
pour déformer la structure a partir de I’état naturel est emmagasiné
dans la structure sous forme d’énergie potentielle ; ce travail est le
potentiel élastique (ou énergie de déformation) de la structure (article
Théorie de I’élasticité [A 305] dans ce traité).

Une structure élastique est une idéalisation imparfaite d'une
structure réelle, car la suppression des forces appliquées a la struc-
ture n’entraine pas toujours le retour a I'état naturel ; une déforma-
tion permanente peut subsister.

Nous sommes ainsi amenés a définir les déformations non élas-
tiques ou déformations plastiques. Considérons donc une structure
en équilibre soumise a une densité volumique de force de

composantes (X, Y, Z) et a une densité surfacique de force de

composantes ( X, Y, Z). Les composantes (G4, G5, G3, Tq, T, T3) du
tenseur contrainte vérifient (article Déformations et contraintes dans
un milieu continu [A 303]) les équations d’équilibre :

06, 013 0T,

W+B_y+W+X=O

013 00, 0T,

ox oy Tz Y0 @
Jdt, 0d1; 0J03

ox Ty taz 7470

et satisfont aux conditions aux limites sur la surface :

[
NI < x|

00, + P13+ 71T,
otz + o, + YT, (4)

oty + BT +703 =
Silecomportement de la structure était élastique, les composantes

du tenseur déformation seraient données par les formules classiques
de la théorie de I'élasticité :

s'—l{c—v(c +035)] T+v,
1= EL%1 2+t 03)]s Yi=—f T
,_ 1 , T+v
€2= E[Gz—v(camoh Y2 =—f T (5)
5521{53—V(51+02ﬂ' Y3 = 1+VT3
E E

dans lesquelles E désigne le module d'Young et v le coefficient de
Poisson.

Mais en général le comportement de la structure n’est pas élas-
tique, et la déformation réelle (gq, €5, €3, Y1, Y2, Y3) définie par les
formules (1) est différente de la déformation élastique
(€], €5, €5, Y5, Y5, Y3) définie par les formules (5) ; nous
poserons :

€= €1+ €7, Ey=€50+ &y, €3= €3+ €Y }

R R A (6)
Y1 Y1+ Y1, Y2=7Y2+ Y2, Y3= Y3+ 73

Par définition ( €7, €3, €3, Y4, v 5, Y3) sont les composantes
du tenseur déformation plastique.

Des déformations élastiques, et par suite des contraintes, peuvent
exister dans une structure réelle en I'absence de forces extérieures
appliquées a cette structure. Par exemple, si I'application des forces
extérieures a eu pour effet de déformer plastiquement certains
éléments de la structure, il peut se faire qu’aprés suppression de
ces forces la permanence des déformations plastiques dans ces élé-
ments empéche le retour a I'état non déformé d'éléments voisins
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qui n‘ont pas été déformés plastiquement lors de I'application des
forces extérieures. |l en est ainsi lorsque les composantes du tenseur
déformation plastique ne vérifient pas les conditions
d’intégrabilité (2). Dans ces conditions, la déformation permanente
que I'on observe aprés suppression des forces appliquées est la
somme d’une déformation plastique et d'une déformation élastique
donnant lieu a un état de contrainte non nul en I'absence de forces
extérieures.

Nous dirons qu’une structure dont I'état de contrainte n’est pas
nul en I'absence de forces extérieures est dans un état d’auto-
contrainte (on dit aussi état de coaction ou état de contrainte propre).

Il ne faut pas croire qu’un état d’autocontrainte puisse uniquement
résulter de I'application des forces extérieures entrainant une défor-
mation plastique. Une élévation de température non uniforme, un
retrait inégal de la matiére peuvent aussi entrainer un état d’auto-
contrainte. Toutes ces causes ont cependant un caractére commun :
I'état d’autocontrainte résulte d’'une déformation imposée (défor-
mation plastique, dilatation, retrait) qui ne vérifie pas les conditions
d’intégrabilité (2).

Remarque : lorsque la déformation imposée
”

(€7, €%, €5, vy, v5, v75)estconnue, I'état de contrainte de la
structure peut étre déterminé au moyen du théoréme fonda-
mental de Colonnetti (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans
le présent traité).

Le critére de plasticité est la condition a laquelle doit satisfaire le
tenseur contrainte en un point de la structure pour qu’une défor-
mation plastique soit susceptible de se produire en ce point. Nous
utiliserons des variables généralisées (article Déformations et
contraintes dans un milieu continu [A 303]). En un point de la struc-
ture, la déformation est définie par une matrice colonne g et la
contrainte est définie par une matrice colonne Q. Les éléments
d1. 92, ..., 9 de la matrice q et les éléments Qq, Q,, ..., Q, de la
matrice Q peuvent également étre considérés comme les

— —
composantes des vecteurs g et Q . Les variables généralisées q;
et Q;(i=1,2, ..., n) sont choisies de facon que le travail unitaire de

la contrainte Q pour une variation dqg de la déformation ait pour
valeur :

- —
dB = Q'dqg = Q-dqg = Y Q;dg;
7

avec Q! matrice transposée de Q.

2.1 Cas particulier ou les matrices Qet g
se réduisent a des scalaires

Dans ce cas simple ou la déformation est définie par la seule
variable géométrique g et, la contrainte, par la seule variable
mécanique Q, I'état en un point de la structure peut étre représenté
par le point de coordonnées (g, Q) dans un systéme d’axes Oq
et OQ. Plusieurs lois de comportement peuvent étre envisagées.

2.1.1 Structures élastoplastiques écrouissables
Si I'on fait croitre la contrainte Q a partir de I'état naturel figuré

par O, le point (g, Q) décrit une courbe OAC jusqu’au point C qui
correspond a la rupture ; de méme, si I'on fait décroitre Q a partir
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de I'état naturel, le point (g, Q) décrit une courbe OBD jusqu’au
point D qui correspond a la rupture. La partie BA de la courbe DBAC
est un segment de droite (figure 1).

Tant que les variations de Q a partir de I'état naturel sont telles
que Qreste compris entre les ordonnées Q, et Q des points Aet B,
le comportement est élastique, et la relation entre g et Q est une
simple loi de proportionnalité :

g=LQ
L étant une constante appelée coefficient d’élasticité.

Si, aprés avoir fait croitre Q de I'état naturel jusqu’a une
valeur Qq > Q,, on fait décroitre Qde Q, 4 0, le point figuratif (g, Q),
aprés avoir décrit OAP pendant la charge, suit le segment de
droite PP’ paralléle @ BA pendant la décharge ; il existe donc une
déformation résiduelle permanente OP’. Si I'on fait de nouveau
croitre Q, le point figuratif décrit d’abord le segment de droite P’P,
puis I'arc PC de la courbe APC ; tout se passe donc, la déformation
permanente étant acquise, comme si la limite supérieure
d’élasticité Q, avait été portée a Q; > Q,; c’est le phénomene de
I'écrouissage ; I'expérience montre que la limite inférieure d’élasti-
cité est également augmentée et devient Q) > Q; ; c’est I'effet
Bauschinger.

2.1.2 Structures élastoplastiques parfaites
(ou élastiques-parfaitement plastiques)

Dans ce cas, la courbe DBAC de la figure 1 se compose d'un
segment de droite BA et deux demi-droites AC et BD paralléles a
I'axe Oq (figure 2), il n'y a donc pas d’écrouissage.

Lorsque Q varie, a partir de I'état naturel, entre la limite inférieure
d’élasticité Q; et la limite supérieure d'élasticité Q,, le comporte-
ment est élastique et g est proportionnel a Q, soit :

g=LQ

Lorsque Q = Q,, la déformation g est la somme d’une déformation
élastique constante q” = LQ, et d'une déformation plastique q” posi-
tive ou nulle indéterminée.

Lorsque Q = Q}, la déformation q est la somme d'une défor-

mation élastique constante g’ = LQ, et d'une déformation
plastique gq” négative ou nulle indéterminée.

o0 OO0

0

Figure 1 - Structure élastoplastique écrouissable
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0 B N

q

Figure 2 - Structure élastoplastique parfaite

Il est commode d’introduire un parameétre t permettant de définir
les états successifs d'équilibre ; ce repére cinématique t n’est pas
nécessairement le temps physique. Dans ces conditions, nous
pouvons écrire :

5q” = q”8t

’

la dérivée ¢” étant la vitesse de déformation plastique.

En résumé, le comportement d’une structure élastoplastique par-
faite est défini par les formules :

Q, <Q<Q, entraine g" =LQ e g”" =0
17 =0 (7)
Q= Q, entraine g’ =1LQ, et gq”<0

Q=q, entraine g’ =LQ, et q

Nota : les valeurs de Q supérieures a Q, et les valeurs de Q inférieures & Q; sont
physiquement impossibles.

2.1.3 Structures plastiques parfaites
(ou rigides-plastiques)

Ce sont des structures élastoplastiques parfaites pour lesquelles
le coefficient d’élasticité L est nul. La déformation élastique est donc
nulle, de sorte que la déformation g se réduit a la seule déformation
plastique g”.

Le comportement d'une structure plastique parfaite (figure 3) est
défini par les formules :

Q, <Q<Q, entraine q =0
Q=0Q, entraine g=0 (8)
Q=20 entraine g<0

2.2 Cas général

Nous considérons les composantes Q;, Qy, ..., Q, de la contrainte
comme des coordonnées d'un point M d’'un espace a n dimensions
(espace des contraintes) relativement a un systéme d’axes rectan-
gulaires d’origine O. Il est difficile de généraliser la définition des
structures élastoplastiques écrouissables (§ 2.1.1), surtout si I'on
veut représenter |I'effet Bauschinger. Nous nous bornerons aux
structures élastoplastiques parfaites et aux structures plastiques
parfaites.

A 350 -4

0
Q‘A P C
0
q

Figure 3 - Structure plastique parfaite

2.2.1 Structures élastoplastiques parfaites

Il existe dans I'espace des contraintes un domaine ouvert (€)
contenant O, appelé domaine d’élasticité. La frontiere (£) du
domaine (€ ) n'appartient donc pas a (€).

Lorsque le point M représentant la contrainte se déplace a partir
de O (état naturel) sans cesser d'appartenir au domaine (€), le
comportement est élastique et I'on a la relation matricielle :

g=LQ (9)
dans laquelle L est une matrice carrée symétrique (matrice
d’élasticité).

Lorsque le point M vient sur la surface frontiere (&), il peut se
produire une déformation plastique, mais on ne peut plus préciser,

comme dans le cas particulier ou n=1, comment s’effectue cette
déformation plastique.

Lorsque, aprés avoir appartenu a la surface frontiere (&), le
point Mvient a nouveau dans le domaine d’élasticité (€ ), le compor-
tement est élastique, mais la déformation plastique g” acquise sur
la surface frontiere (£) ne varie plus. Nous avons donc la relation
matricielle :

g=LQ+q” (10)

Le critéere de plasticité est la condition pour que le point M

appartienne a la surface frontiéere (&£ ).

Lorsque la surface frontiere (£) n'a pas de points singuliers
(points anguleux, arétes), le critere de plasticité peut s’écrire :

F(Q;, Qy, ..., Q,) =0 11

la fonction F et ses dérivées étant continues.
Nous pouvons toujours choisir F de fagon que l'inégalité stricte :

F(Qy, Qy, ..., Q,) <0

définisse le domaine d’élasticité.
Les valeurs positives de F(Qq, Qy, ..., Q,) nont pas de sens.

Mais trés souvent la surface (£ ) est la réunion d’'un nombre fini k
de morceaux de surfaces (£;) sans points singuliers, d’équations :

F,(Q;, Qy ..., Q) = 0
Fy(Q;, Qy, s Q) = 0

Fo(Qy, Qy ..y Q) = 0

(12)

les fonctions F;, continues ainsi que leurs dérivées, étant choisies
de facon a prendre des valeurs négatives en tout point du domaine
d’élasticité (€ ) ; les points de la surface (¥£) communs a plusieurs
surfaces (£;) sont des points singuliers de (£).

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales



Un point M de coordonnées (Qq, Qy, ..., Q,) appartient au
domaine d’élasticité (€) si toutesles inégalités strictes suivantes sont
vérifiées :

F1 (01, Oz, ey Qn) <0
F (04, Qy, ..., Qp) <0

Fe(Qy, Qy, ...

,Q,) <0

Il'y a déformation plastique éventuelle, sans qu’on puisse préciser
comment s’effectue cette déformation, lorsqu’au moins une des
égalités (12) est vérifiée.

Les valeurs positives des fonctions F;(Q, Qy, ..., Q,) n'ont pas
de sens.

2.2.2 Structures plastiques parfaites

Ce sont des structures élastoplastiques parfaites dont la matrice
d’élasticité L est nulle. Dans ce cas, la déformation élastique est nulle,
et la déformation g se réduit a la seule déformation plastique q”.
Le domaine (¢ ) est alors appelé domaine de rigidité.

3.1 Principe du travail plastique maximal

Supposons qu’il se produise en un point d'une structure élasto-
plastique parfaite une déformation plastique 8q7 = é]’,—’Bt. Nous
savons que la contrainte Q de composantes (Qq, Q,, ..., Q,) Vvérifie
le critére de plasticité (8 2). Pour déterminer la contrainte qui se réa-
lise parmi toutes les contraintes possibles vérifiant le critére de plas-
ticité, il faut recourir a une nouvelle hypothése ; cette hypothése est
le principe du travail plastique maximal.

Lorsqu’un élément d’une structure élastoplastique parfaite
subit une déformation plastique donnée 5q;, I'état de contrainte
qui se réalise rend maximal le travail de déformation plastique
par unité de volume :

B = 20,—8 q’i
i
Si nous définissons la puissance de dissipation spécifique par :
. - 2
@=30,97 =0Q-q” (13)
i
le principe du travail plastique maximal peut également s’énoncer.

Lorsqu’un élément d'une structure élastoplastique parfaite
subit une déformation plastique donnée, I'état de contrainte qui
se réalise rend maximale la puissance de dissipation spécifique.

L'énoncé du principe du travail plastique maximal est da a Hill
(fiche documentaire [Doc. A 350]).

THEORIE DE LA PLASTICITE

3.2 Conséquences du principe du travail
plastique maximal

Nous allons déduire du principe du travail plastique maximal
d'importantes propriétés des structures élastoplastiques parfaites
dans les deux cas étudiés ci-aprés.

3.2.1 La frontiére du domaine d’élasticité
n’a pas de points singuliers

Dans ce cas, la puissance de dissipation spécifique % est une
fonction des variables Q4, Q,, ..., Q, liées par la relation (11) ; le
maximum de % s’obtient en annulant les dérivées de la fonction :

30,97 ~AF(Q;, Qy -y Q)
i

A étant un parameétre appelé multiplicateur de Lagrange.
Nous obtenons ainsi les relations :

JF -, JoF “, _ o OF
8—01' q5 = h = (14)

=h3g, 90 M ga

g7 =1
qui définissent la loi de la déformation plastique.

—

Le vecteur vitesse de déformation plastique q” est normal a
la surface (£ ) au point M de cette surface représentant la
contrainte (Q4, Qy, ..., Q,) au moment de la déformation
plastique.

Les figures 4 et 5 illustrent le résultat précédent lorsque n = 2.
La puissance de dissipation spécifique est égale au produit scalaire

- =

des vecteurs Q et q”. La puissance de dissipation spécifique
—> =

% = OM - g” aumomentde la déformation plastique est supérieure

ou égale a toute puissance de dissipation spécifique calculée pour

une contrainte dont le point figuratif M’ appartient au domaine (¢)

ou a la surface (£ ), donc:

— 5 = > — >
OM -G” —-OM" -G” = M'M-q” =0

Cette inégalité montre que le domaine (¢ ) se trouve tout entier
d’un méme co6té du plan tangent en M a la surface (£); il en
résulte que le domaine d’élasticité (€) est convexe.

Puisqu’il faut dépenser un travail qui ne peut étre récupéré pour
déformer plastiquement la matiére, la puissance de dissipation
spécifique est toujours positive. Compte tenu des relations (14),
nous avons :
9OF

AOM - grad F
30, = - gra

% =1Y0Q
i

La fonction F prenant des valeurs négatives dans (€) (8 2.2.1), le

—
vecteur grad F est dirigé suivant la normale extérieure a la
surface (£). Le point O étant intérieur au domaine convexe (€), le

—_— —
produit scalaire OM - grad F est positif. Le facteur A doit donc étre
positif ; mais comme il se peut que la déformation plastique de I'élé-
ment considéré soit empéchée par les éléments voisins, nous
énoncerons : le facteur A qui intervient dans la loi de la déformation
plastique est positif ou nul.
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-
Donnons-nous le vecteur vitesse de déformation plastique q” .

— —
Dans le cas général, le vecteur contrainte correspondant Q = OM
est unique (figure 4). Dans le cas particulier ou une partie du plan
tangent en M a la surface (¥) appartient a la surface (%), il existe

—> -
une infinité de vecteurs contrainte Q correspondant au vecteur q”

- -
(figure 5), mais tous ces vecteurs donnent au produit scalaire Q - q”
la méme valeur. Il en résulte que la puissance de dissipation
spécifique % n’est fonction que des vitesses de déformation plas-

tique q7 :
9 = D745, dq})

3.2.2 La frontiere du domaine d’élasticité
a des points singuliers

Dans ce cas, la surface (£) est la réunion d’'un nombre fini k de
morceaux de surfaces (¥;) d’équations (12). Lorsque le point figuratif
de la contrainte se trouve sur une seule surface (¥;), toutes les
démonstrations faites au paragraphe 3.2.1 subsistent.

Supposons donc que le point figuratif de la contrainte soit un
point singulier de la surface (£), donc appartienne a l'intersection
de h = k surfaces (¥;) ; dans ces conditions, la contrainte vérifie h
des équations (12), par exemple :

Fy=0,Fy=0,..Fy=0 (15)

of 7
(Vﬁ
N2

Figure 4 - Vitesse de déformation plastique : cas général

Q, B

e
(.,fr‘ y

\/ "'
(&)

Figure 5 - Vitesse de déformation plastique : cas particulier
ol une partie du plan tangent en M a (¥) appartient a (¥)

A 350-6

Pour exprimer que la puissance de dissipation spécifique %,
fonction des variables Q, Q,, ..., Q, liées par les relations (15), est
maximale, nous annulons les dérivées de la fonction :

2.0;q [~ F=ApFp— =My Fy
1

les paramétres Aq, Ao, ..., A étant les multiplicateurs de Lagrange.
Nous obtenons ainsi la loi de la déformation plastique :

o, 20y, 20 a2 2,2 (16)
q’i= 1—a—o—i+ z—a——o—i+...+ hﬁ—d; (i=1,2,..,n)

La convexité du domaine d’élasticité (€) s’établit de la facon
suivante : si I'on choisit tous les facteurs A¢, &5, ..., A, nuls sauf I'un
d’entre eux Aj, le raisonnement fait au paragraphe 3.2.1 montre
que (€) est tout entier d'un méme c6té du plan tangent en M a la
surface (éfj).

Compte tenu des relations (16), la puissance de dissipation
spécifique a pour valeur :
aFj —_— —
D = inzoia—oi = ZXI(OM -grad F;)
j i j

et, puisque les fonctions F; sont négatives dans (€) (8 2.2.1), les

. - g — g . .
produits scalaires OM - grad F; sont positifs. La puissance de dis-
sipation spécifique étant positive ou nulle, nous voyons que les
facteurs A qui interviennent dans la loi de la déformation plastique
sont positifs ou nuls.

Enfin, la méme démonstration qu’au paragraphe 3.2.1 montre que
la puissance de dissipation spécifique n’est fonction que des vitesses
de déformation plastique.

La figure 6 donne un exemple simple du cas particulier qui vient
d’étre étudié ; le point M est a l'intersection des courbes

-
(£4) et (£,) ; le vecteur q” reste dans I'angle des normales exté-

rieures ﬁ1 et ﬁz en M aux courbes (£,) et (£,). Ce cas particulier
peut se déduire du cas général en raccordant de fagon continue les
courbes (£,) et (£,) par un arc de courbe dont on fait tendre la lon-
gueur vers zéro.

-.‘-bl

)

0
((&\
0
@,\&

Figure 6 - Vitesse de déformation plastique en un point singulier de (¥)
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3.2.3 Application aux structures plastiques parfaites

Les résultats précédents s’appliquent aux structures plastiques

parfaites. Dans ce cas, nous avons d}’ = c'],-, et la puissance de
dissipation spécifique n’est fonction que des vitesses de

déformation g :
@D = D(q1, G2, .. dn)

Dans le cas des structures plastiques parfaites, le principe du
travail plastique maximal (& 3.1) peut étre démontré lorsque la défor-
mation d'un élément de la structure, considéré comme infiniment
petit a I'échelle macroscopique, résulte de multiples glissements
obéissant a une loi de déformation parfaitement plastique. Par
contre, le principe du travail plastique maximal n’est pas valable pour
des milieux comme les terres ou la déformation plastique résulte
de glissements obéissant a la loi du frottement de Coulomb. Cette
remarque est due a M. Mandel (fiche documentaire [Doc. A 350]).

Nous donnons dans ce paragraphe quelques compléments
nécessaires pour I’'étude des principaux critéres de plasticité utilisés.

4.1 Déviateur du tenseur contrainte

Nous désignons par o;; les composantes du tenseur contrainte
relativement a trois axes rectangulaires Oxq x;, x3 (article Déforma-
tions et contraintes dans un milieu continu [A 303] dans ce traité) ;
nous avons ;; = Gj;.

Si I'on désigne par ¢ la contrainte normale moyenne (c’est le tiers
du premier invariant du tenseur contrainte) :

1
O = 5 (011 + 0z +0g3)

le déviateur du tenseur contrainte est le tenseur de composantes :
S,']'= G,'/'—GS,'/' (S,’j= Sj,') (17)

8 désignant le symbole de Kronecker :

1lorsque i = j
Y 0 lorsque i#j
Il estimmédiat de vérifier que le premier invariant J, du déviateur
est nul :
J1=S11+522+S33=0 (18)

Le deuxiéme invariant J, du déviateur a pour expression :
J = g2 2 2
2 = S12+S23+ 531~ 511522 522 533~ S33 511

que I'on peut également écrire, en tenant compte de la
formule (18) :

1.2 2 2 2 2 2 1 2
Jy = 5 (81 + S5+ 833+ 257, +253+25) = 7;5’7 (19)

Il est intéressant de connaitre I'expression de J, en fonction des
composantes du tenseur contrainte :
1
Jy = E{(611*022)2"'(‘522*033)2"'(033*011)2 (20)
2 2
+6(07y+053+03))]

THEORIE DE LA PLASTICITE

et en fonction des contraintes principales o1, oy et oy :
1
Jy = E[(GI_GII)2+(GII_GIII)2+(GIII_GI)Z] (21)
De I'expression (20), nous déduisons aisément l'identité :

W (22)
a0, i

Le dernier invariant J3 du déviateur a pour expression :

S11 S12 Si3 019-6  Oj2 O13
J3 =18y Sp Sp3|=| O 0p-0 Oy (23)
S31 S32 Ss3 031 O3;  O33-0

et I'on peut vérifier I'identité :

d0J3 2
Wij = zk:sikski_§ Jy 8 (24)

4.2 Déviateur du tenseur déformation

Nous désignons par ¢;; les composantes du tenseur déformation
relativement aux axes Oxq X, X3 (article Déformations et contraintes
dans un milieu continu [A 303]) ; nous avons g = gj;.

Si I'on désigne par ¢ la dilatation moyenne :

1

€ = 3(511 + €9y +€33)

le déviateur du tenseur déformation est le tenseur de
composantes :
e,-j=£,-]-—£5,-/- (e,-/-= ej,-) (25)

5,-]- désignant toujours le symbole de Kronecker.

4.3 Relations entre les contraintes
et les déformations en élasticité

Les relations classiques de la théorie de I'élasticité (article Théorie
de I’élasticité [A 305] dans ce traité) :

1
gjj = gloji=v(o;+ 0kl
1

+V L
g = E Gjj (i#))

peuvent s'écrire, en faisant intervenir les déviateurs :

1-2 1
e= = Yo,  e= EVS"/' (26)

Les relations (26) montrent que la contrainte principale moyenne
provoque un changement de volume sans changement de forme
(la dilatation cubique est en effet égale a 3 ¢), et que le déviateur
du tenseur contrainte provoque un changement de forme sans
changement de volume (puisque €17 + €55 + €33 = 0).

Les déviateurs s;; et e sont leurs composantes proportionnelles ;
ce sont donc des tenseurs semblables.
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4.4 Expression de I'énergie
de déformation en fonction
du déviateur du tenseur contrainte

L'énergie de déformation d'une structure élastique est donnée
par I'expression (article Théorie de I’élasticité [A 305]) :

- f ]

dans laquelle W, est la densité d’énergie de déformation :
W = 1
o= 720
i, j

Remplagons oj; et g;; respectivement par s;;+ 63 et par ej; + €d;;
nous obtenons :
1 3
W, = 523,—,— ejj+50¢
i j

soit, compte tenu des relations (26) :

171+v 2 3(1-2v)
Wezf[ 5 ,Z;s,-j+ £ GZJ

L'énergie de déformation W est donc la somme de I'énergie de
déformation provoquant le changement de forme :

_1+v 2 _1+v
Y PO PR

et de l'énergie de déformation provoquant le changement de

volume :
1 2 _3(1-2v)
W2_—2xJ’fJ’V0 dVavecx_—E

x désignant le coefficient de compressibilité.

5.1 Critéres de plasticité dans l'espace

De nombreux critéres de plasticité ont été proposés. Ces critéres
peuvent étre classés en deux catégories selon que la surface (£)
qui limite le domaine d’élasticité a ou n’a pas de points singuliers.

5.1.1 La frontiére du domaine d’élasticité
n’a pas de points singuliers

Dans I'espace des contraintes, le critére de plasticité s’exprime
par la seule équation :
f(G,‘j) =0

la fonction f prenant des valeurs négatives dans le domaine
d’élasticité.

La loi de la déformation plastique (14) s’écrit, A étant positif ou
nul :

i of
& = )‘—87; lorsque f(c;) = 0

if

e’,; =0 lorsque f(c;)<0

A 350-8

Lorsque le corps est isotrope, le critere de plasticité ne dépend
pas de I'orientation des axes ; la fonction f (c;;) ne dépend donc que
des invariants du tenseur contrainte, ou, ce qui revient au méme,
des contraintes principales o1, oy et oy (article Déformations et
contraintes dans un milieu continu [A 303] dans ce traité) :

F (o1, o1, 0m) =0

Les dilatations principales étant les déformations associées aux
contraintes principales, la loi de la déformation plastique s’écrit, A
étant positif ou nul, et X désignant I'indice I, IT ou III :

ey = }»aaTF lorsque F (o}, Oy, Oppp) = 0
X
ey =0 lorsque F (o}, oy, o) <0

Une hypothése souvent admise pour les corps ductiles consiste
a supposer que le critere de plasticité ne dépend que du déviateur
du tenseur contrainte ; f (c;;) n'est fonction, si le corps est isotrope,
que des invariants J, et J3 du déviateur, et le critére de plasticité
s'écrit :
H(Jy, J3)=0
La déformation plastique s’effectue alors sans changement de

volume ; en effet, lorsque H= 0, les vitesses de déformation plas-
tique ont pour valeurs, compte tenu des identités (22) et (24) :

< JoH JoH JoH 2
e} = XE = ka—st,-j+7»a—J3<zk’sjksk,-—§J26,-j>

et I'on vérifie aisément que :
ey + €5 + €5 =10
Dans ce cas, la surface (£) qui limite le domaine d’élasticité dans
I'espace O 6101107 des contraintes principales est un cylindre dont
les génératrices sont paralleles a la droite A d’équations
O1=071=0111-
En effet, si la contrainte (61, 611, o17) appartient au domaine d’élas-

ticité, il en est de méme de la contrainte (67 + h, o1y + h, o + h) quel
que soit h, puisque le déviateur reste inchangé.

La figure 7 représente la section droite du cylindre (£).

Réciproquement, si la surface (£) est un cylindre de génératrices
paralleles a A, il est aisé de montrer que le critere de plasticité ne
dépend que des invariants J, et J3.

Le critere de plasticité de Von Mises est le plus simple des cri-
teres du type précédent :

Jy-a%=0 (28)

avec a constante caractéristique du matériau.

O

(L)

Figure 7 - Domaine d’élasticité sans point singulier
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Il conduit a la loi de déformation plastique de Lévy-Von Mises :

e} =Ls; lorsque J, = a2 } 29)

g7 =0 lorsque J,< a2

La formule (27) montre que le critére de Von Mises revient a sup-
poser qu'il n’y a pas de déformation plastique tant que I’énergie de
déformation provoquant le changement de forme ne dépasse pas
une valeur donnée.

Le critere de Von Mises peut s’ecrire, en utilisant la formule (21) :
(GI—GH)2+ (GH—GHI)Z + (GIH—GI)Z—GBZ =0 (30)

La surface (¥) est donc un cylindre de révolution d'axe A et de
rayon a./2.

Le critére de plasticité suivant généralise le critéere de Von Mises :
Jy-D(c) =0

o désignant toujours la contrainte normale moyenne. Dans ce cas,
la surface (£) est une surface de révolution d’axe A. La fonction ®(c)
doit étre telle que ®(0) > 0 et que le domaine d’élasticité soit convexe.

5.1.2 La frontiere du domaine d’élasticité
a des points singuliers

Dans I'espace des contraintes, le critére de plasticité s’exprime
en écrivant qu’au moins une des égalités suivantes est vérifiée :

f-l(G,'j) = 0, fz(G,’j) = 0, ey fk(Gij) =0

les fonctions fq, f,, ..., fy prenant des valeurs négatives dans le
domaine d’élasticité. Si h des fonctions précédentes, par exemple
les h premiéres, s’annulent, il peut y avoir déformation plastique
suivant la loi :

G

o

e’ = Nqg —
i 190y

Lorsque le corps est isotrope, le critere de plasticité ne dépend
que des contraintes principales, et le domaine d’élasticité admet
dans I’espac,e QGIGHG_HI la droite A d’équations 61 = oy = G;; pour
axe de symétrie ternaire.

On rencontre des critéres de plasticité du type précédent lorsque
I'on suppose que la contrainte principale intermédiaire n’intervient
pas. Le plus simple est le critére de Tresca : si le rayon p du cercle
de Mohr (article Déformations et contraintes dans un milieu
continu [A 303]) est inférieur a une constante b, la déformation est
élastique ; si p = b, il peut y avoir déformation plastique. Comme on
ne sait pas a priori quelle est la contrainte principale intermédiaire,
le critére de Tresca consiste a écrire que I'une au moins des six
égalités suivantes est vérifiée :

6y —oq—-2b =0 (AB)
op —og—-2b=0 (BC)
og -0 -2b=0 (CD)
oy -0 —-2b=0 (DE)
oqi—og -2b =0 (EF)
o -0y -2b=0 (FA)

(31)

Dans I'espace des contraintes principales, le domaine d’élasticité
est limité par un prisme de génératrices paralleles a A ; la section
droite de ce prisme est I’'hexagone régulier ABCDEF représenté sur
la figure 8. A la suite de chaque équation (31) nous avons écrit entre
parenthéses le c6té de I'hexagone représenté par cette équation.

La longueur d'un c6té de I'hexagone est (2/3) b./6 .

La loi de la déformation plastique correspondant au critére de
Tresca est donnée par les formules de Mohr. Lorsqu’une seule
équation (31) est vérifiée, la premiére par exemple, le point figuratif
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B

Figure 8 - Domaine d’élasticité avec points singuliers
(critére de Tresca)

de la contrainte se trouve sur la face AB du prisme, et la déformation
plastique a pour expression :

e7=A  €[=0, €fg=-2A (AL=0) (32)

Lorsque deux équations (31) sont vérifiées, la premiere et la
sixieme par exemple, le point figuratif de la contrainte se trouve sur
I'aréte A du prisme, et la déformation plastique a pour expression :

s

ef=A+n, eff=-u, E€fp=- (A=0,p=0) (33)

Les formules (32) et (33) montrent que I'on a toujours :
el +eff+ €Y =0

La déformation plastique s’effectue donc sans changement de
volume ; ce résultat était prévisible, puisque le critére de Tresca ne
dépend que du déviateur du tenseur contrainte.

La courbe intrinséque de Caquot généralise le critére de Tresca ;
si & désigne I'abscisse du centre et p le rayon du cercle de Mohr,
la condition de contact du cercle de Mohr et de la courbe intrin-
seque se traduit par une relation de la forme :

p=Ff(E)
f (€) étant, lorsque I'on compte positivement les contraintes de
traction, une fonction convexe décroissante positive ; cette fonction
s’annule pour la valeur &y de I'abscisse du sommet de la courbe
intrinséque.

Dans cette hypothése, le critére de plasticité consiste a écrire que
I'une au moins des six inégalités suivantes est vérifiée :

67 —Oy—-®(o; +op) =0 (AB)

oy — o~ P (o +0y;) = 0 (BC)
og -0y —®(op+0;) =0 (CD) (34)
o —0p —®(oy+0;) =0 (DE)
O — o — @ (oyg+0y) =0 (EF)
6] —og ~®(6; +oy) =0 (FA)

lafonction ®(u), égale a 2 f (u/2), étant également convexe, décrois-
sante et positive.

Dans I'espace des contraintes principales, le domaine d’élasticité
est limité par une surface admettant la droite A pour axe de symétrie
ternaire. Cette surface a un sommet (&g, &, &g) situé sur A, et pos-
sede six arétes curvilignes qui se rejoignent au sommet. La figure 9
représente une section de cette surface par un plan normal a A ; cette
section est un hexagone curviligne ABCDEF invariant dans une rota-
tion d’angle 2n/3 autour de son centre ; il est possible de démontrer
que OA < OB. La figure 10 donne une section de la surface par le
plan Oc;oy.
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Lorsqu’'une seule équation (34) est vérifiée, la premiere par
exemple, la loi de la déformation plastique est définie par les
formules :

e = A[1-@' (o1 + oypp)|
e =0 (A=0) (35)
€ffy = - A[1+@" (o1 + 0]

Lorsque deux équations (34) sont vérifiées, la premiére et la
sixieme par exemple, la loi de la déformation plastique est définie
par les formules :

g7 = A[1-9" (o1 + 0y
+1[1-®' (or+0op)]

- 1[1+®" (o1 + 0y (A=0,1=0) (36)

ey
ety = — A1 +®@’ (o + opp) |

Il'y a donc changement de volume pendant la déformation
plastique.

5.2 Criteres de plasticité dans le plan

Il'y a lieu de distinguer deux cas : celui de la contrainte plane et
celui de la déformation plane.

B

Figure 9 - Domaine d’élasticité : section par un plan normal a A
(courbe intrinséque de Caquot)

i
el X4
d a
0 0’I
e f

Figure 10 - Domaine d’élasticité : section par le plan O ;o
(courbe intrinséque de Caquot)

5.2.1 Contrainte plane

La contrainte est plane et parallele au plan Ox; x, lorsque la
contrainte principale o1y a une direction fixe et est nulle ; les seules
composantes non nulles du tenseur contrainte sont alors 6¢1, 659
et 692 =091.

On rencontre des problémes de contrainte plane dans I'étude
des plaques minces soumises a des forces paralléles au plan
moyen de la plaque et uniformément distribuées sur I'épaisseur
de la plaque.

Le critere de Von Mises (30) se réduit dans ce cas (oy;=0) a:
6} -oj0+05-3a2 =0 (37)

Dans le plan Ocjoy;, le domaine d’élasticité est limité par
I'ellipse d'équation (37), représentée sur la figure 11. Les axes de
cette ellipse sont les bissectrices des axes Oocj et Ooy;. Voici les
coordonnées de quelques points remarquables de cette ellipse :
B(a./3, aJ3), G(a, - a), A(a/3,0),1(2a, a); les coordonnées
des points E, H, D, K, C, F, J, L s’en déduisent par symétrie.

La loi de la déformation plastique correspondant au critére (37)
est:

e{=A(20;-0y), €} = M(26-0)) (A=0)

Puisque la déformation s’effectue sans changement de volume :
efr = — (€7 + 1) = — A(or+ o0y
Lorsque les axes Oxq x5 sont choisis de facon quelconque dans
le plan normal a la direction principale Ox3, le critéere de Von Mises
s'écrit :
2 2 2
G171 -0110x+ 62 +367,-3a2=10

Le critere de Tresca s’exprime en écrivant que I'une au moins
des six égalités suivantes est vérifiée :

6;-2b=0, oqy-2b=0, oy-0;-2b=0 (38)
-0;1-2b=0, -op-2b=0, o;-o;y-2b=0
En effet, on ne sait pas a priori si la contrainte principale oy =0
est la contrainte principale intermédiaire.

Dans le plan Oocjop, le domaine d'élasticité est limité par I’'hexa-
gone ABCDEF représenté sur la figure 12.

)
I g
B
I
a

0 ONE| A6

KH G

X<

1

Figure 11 - Domaine d’élasticité (critéere de Von Mises)
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Figure 12 - Domaine d’élasticité (critére de Tresca)

Dans I'hypothése de la courbe intrinséque (8 5.1.2), le critére de
plasticité consiste a écrire que I'une au moins des six égalités
suivantes est vérifiée :

GI_(D(GI)=OI O'H—(D(O'H)=0, O'H—GI—CI)((5H+GI)=0
—GI—(I)(GI)=O, —GH—(D(GH)=0, GI—GH—(D(GI+GH)=O

Dans le plan Oojoyp, le domaine d’élasticité est limité par le contour
abcdef représenté sur la figure 10.

5.2.2 Déformation plane

La déformation est plane et parallele au plan Oxq x, lorsque la
dilatation principale e;; a une direction fixe et est nulle.

On rencontre de nombreux problemes de déformation plane, par
exemple un tube cylindrique épais soumis a une pression intérieure.

Sil'on adopte le critére de Von Mises, on déduit de laformule (30) :
€fi1 = 2M (20 - o1~ op)

Il en résulte que la contrainte principale oy est la moyenne des
deux autres :

1
o = 5 (Op+0p)

et que le critere (30) se réduit a:
(oj—op)?-4a%2=0 (39)

Puisque oy est la contrainte principale intermédiaire, le critere (39)
signifie que le rayon du cercle de Mohr est égal a a.

Si I'on adopte le critere de Tresca, les formules (32) et (33)
montrent que la vitesse de dilatation principale nulle correspond a
la contrainte principale intermédiaire ; la contrainte principale o est
donc la contrainte principale intermédiaire. Cette conclusion reste
valable pour tout critére qui, dans I'espace, ne fait pas intervenir la
contrainte principale intermédiaire, en particulier pour le critére de
plasticité déduit de la courbe intrinséque.

Dans ces conditions, les six équations (31) se réduisent aux deux
équations :
011—01—2b=0, 61—(511—2b=0 (40)

qui expriment que le rayon du cercle de Mohr est égal a b.

En déformation plane les critéres de plasticité de Von Mises et de
Tresca sont donc équivalents ; la courbe intrinseque se compose
alors de deux droites paralleles.

En posant K=2a=2b, nous pouvons écrire les criteres (39)

et (40) sous la forme :
|GI—GH|—K=0 (41)
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Figure 13 - Courbe intrinséque formée de deux demi-droites

ou encore, si les axes Ox4 x5 ont une direction quelconque dans le
plan normal & la dilatation principale gy :

2
(041-04)2+4067,-K2 =0

L'hypothése de la courbe intrinséque conduit, dans le cas de la
déformation plane, au critére de plasticité :

lo1-on|-®@(op+oy) =0

Par exemple, dans le cas d'une courbe intrinseque composée de
deux demi-droites qui se coupent sous I'angle 2 ¢ au point d'abscisse
H (figure 13), le critére de plasticité s'écrit :

lo;—oy| - [2H - (o1 + op)]sin =0 (42)

Le critere (42) se réduit au critere (41) lorsqu’on fait tendre ¢ vers
zéro et H vers l'infini de fagon que le produit 2 H sin ¢ tende vers K.

6.1 Généralités

On rencontre deux types de problemes de plasticité : les pro-
blemes d’'équilibre élastoplastique et les problemes d’écoulement
plastique.

6.1.1 Problémes d’équilibre élastoplastique

Dans ce cas, la structure comporte des zones en équilibre
élastique, qui empéchent les déformations plastiques de devenir
illimitées dans les zones ou le critére de plasticité est vérifié.

Supposons que la déformation plastique obéisse a la loi de
Lévy-Von Mises (8 5.1.1). Considérons un élément de la structure qui
subit une déformation plastique entre les instants tj et t; ; pendant
un intervalle 8t, les composantes du tenseur contrainte subissent
des variations 8c;;. Décomposons le tenseur contrainte en contrainte
moyenne ¢ et déviateur s; (8 4.1), et le tenseur déformation en
dilatation moyenne ¢ et déviateur e;; (§ 4.2). Puisque, dans I'hypo-
these du critére de Von Mises, la déformation plastique s’effectue
sans changement de volume, la variation & ¢ est purement
élastique (8 4.3) :
1-2v

E

de = [l
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Les variations de; des composantes du déviateur du tenseur
déformation sont a la fois élastiques et plastiques. En utilisant la loi
de déformation élastique (26) et la loi de déformation plastique (29),
nous obtenons ainsi les relations de Prandtl-Reuss :

591,' = s,-]-57»+ 1;‘/ Ss,-j lorsque 8 J, = 0
(43)
53,./. = 1;:_"53,7 lorsque 8 J, <0

3\ étant positif ou nul.

Ces relations ne s’intégrent pas en général, et I'on doit procéder
pas a pas en divisant l'intervalle (tg, t1) en intervalles partiels.

Cependant, lorsque le chargement est radial, c’est-a-dire tel que
le point M(cy, op, oqp) décrive une demi-droite issue de O et que
les directions principales du tenseur contrainte restent fixes, on
peut intégrer les relations (43) entre I'état naturel et I'état déformé ;
on obtient ainsi les relations de Hencky :

T+v
i (X+ E )s,-/-
1+v
€= —F Si

1)
Il

lorsque J, = a2
(44)

lorsque J, < a?

6.1.2 Problemes d’écoulement plastique

Dans ce cas ou tous les éléments de la structure sont en défor-
mation plastique, il est justifié de négliger la déformation élastique
devant la déformation plastique. Conservons le critére de Von Mises.
Les équations d’équilibre (article Déformations et contraintes dans
un milieu continu [A 303] dans ce traité), le critére de plasticité (28)
et la loi de déformation plastique de Lévy-Von Mises (29) forment
un systeme de dix équations :

do;

za—+X, =0

- Xj

Jy—a? =0 (45)
_1(0d; . d4;

=25 3e) = P

pour déterminer les dix fonctions inconnues o, u;et . Les
conditions aux limites sont les suivantes : en chaque point de la

surface limite, on se donne soit les composantes u,. de la vitesse,
soit les composantes de la contrainte qui s’exerce sur la surface
limite, soit trois composantes mixtes faisant intervenir les
composantes de la vitesse et de la contrainte.

En plasticité plane (8 5.2), il est remarquable que les équations
d’équilibre et le critére de plasticité fournissent un systeme de trois
équations permettant de déterminer les composantes G141, Gyo
et 642 = 657 du tenseur contrainte :

9 9
014 + 012 £X, =0
ax; 09X,
d d
021 " 022 +X,=0 (46)
ax; 00X,
F(op o) =0

les contraintes principales o} et oy étant les racines de I’'équation :
2 2 _
X2 —(047+029) X+G1109p-C 1, =0

Si I'on adopte le critére de plasticité déduit de la courbe intrin-
seque, la derniere équation (46) permet d’exprimer les composantes
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du tenseur contrainte en fonction de deux parametres qui sont
I"abscisse du centre & et le rayon p du cercle de Mohr. Les équations
d’équilibre se transforment alors en un systeme de deux équations
aux dérivées partielles premieres vérifiées par les fonctions & et p.
On démontre que les multiplicités caractéristiques de ce systéme ont
pour traces sur le plan Ox4 x5 les lignes enveloppes des traces des
éléments plans sur lesquels s’exerce la contrainte correspondant aux
points de contact du cercle de Mohr avec la courbe intrinseque. Ces
lignes sont appelées lignes de glissement (8 7) ; le long de ces lignes,
il existe une relation entre les différentielles des parameétres £ et p ;
I'intégration des équations en découle.

Dans le cas particulier ou le critéere de plasticité est représenté
par I'équation (42), le probleme est celui de I'équilibre limite des
terres (rubrique Géotechnique. Mécanique des sols et des roches
dans le traité Construction).

6.2 Problemes élémentaires d'équilibre
élastoplastique

6.2.1 Enveloppe sphérique
soumise a une pression intérieure

Soient (figure 14) a le rayon intérieur, b le rayon extérieur et p
la pression intérieure. Les contraintes principales sont ;= o,
et oy = o1 = Gg ; en un point M, la contrainte o, est dirigée suivant
le rayon OM et la contrainte o4 est perpendiculaire 8 OM. Les critéres
de Von Mises et de Tresca s’expriment alors par la méme égalité :

lo,~ ol - K=0

Rappelons (article Théorie de I’élasticité [A 305] dans ce traité)
les formules qui donnent les contraintes lorsque I'équilibre est
élastique :

23(p3_r3
o= ( )

ad(2r3+b3)
r pr3(b3_33)’

Gy = Pp—a—a—"a— 47

o 2r3(b3-a3) @)

r désignant la distance au centre des spheres limitant I'enveloppe.
Le diameétre 2p du cercle de Mohr a pour valeur:

2p = 0,—0, = p33—3b3

b T P23 (b3-ad)

La solution (47) estvalable tant que 2 p < Kdans toute I'enveloppe ;
le maximum de 2 p étant obtenu pour r = a, la solution (47) convient
donc lorsque la pression p est inférieure a la pression pg définie par :

2 a3
Po = §K<1_F) (48)

]

Figure 14 - Enveloppe sphérique soumise a une pression intérieure
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Le déplacement d'un point de I'enveloppe dirigé suivant le rayon
est:

3p3
Ur) = pa3b [1+v

r
—_—— | —=+(1-2v —}
E(b3-a%) L 2r2 ( )3

En faisant r=a et p=py dans la formule précédente, nous
obtenons I'augmentation 8ya du rayon intérieur au moment ou la
limite d’élasticité est atteinte sur la surface intérieure :

Ka as
Soa:—g—E—[(1+v)+2(‘l—2v)E§J (49)

Lorsque p est plus grand que pg et plus petit que la valeur p; qui
correspond a la plastification totale de I’'enveloppe, il existe une
sphére de rayon c qui sépare la partie en équilibre plastique
(a < r=< c) delapartie en équilibre élastique (¢ < r < b). Dans la par-
tie en équilibre plastique, o, et og satisfont au critére de plasticité :

og-6,=K

et aux équations d’équilibre qui se réduisent a la seule équation :
do G,—C

r+2 r 2]

dr r =0

Il en résulte que o, est I'intégrale de I'équation différentielle :

do, _ 2K

dr r

qui prend la valeur — p pour r= a. Nous trouvons ainsi :

r
0,:—p+2K|n3, 6y = 0,+K

Exprimons que o, est continu pour r= c¢; nous trouvons, en uti-
lisant la formule (48) pour la zone élastique (¢ < r= b) ou la limite
d’élasticité est atteinte pour r=c:

c_ 2 cd
—p+2KInE = - 3K(1—F>

La valeur de la pression intérieure en fonction de c est donc:

3
p=2KIn§+%K(1—%) (50)

Comme :
dp 2K c3 )
ap _ fRh
de c b3
est toujours positif, la pression p croit constamment, lorsque c varie

de a a b, depuis la valeur py donnée par la formule (48) jusqu’a la
valeur limite :

py=2Kin 2 (51)

qui correspond a la plastification totale de I'enveloppe ; pq est la
plus petite valeur de la pression intérieure qui entraine la ruine de
I'enveloppe.

Lorsque I'enveloppe est épaisse, la pression pq est nettement plus
grande que la pression pg ; par exemple, si b =2 a, on trouve
po = 0,683 Ket p; = 1,386 K.

La figure 15 donne l'allure des courbes représentatives de o,
et Og-

Calculons maintenant le déplacement radial U(r) dans la zone
plastique ; supposons le déplacement infiniment petit ; les dilata-
tions principales sont :

dU U
&= dr -

THEORIE DE LA PLASTICITE

-
(=]

P

Figure 15 - Courbes représentatives de o, et o

dans le cas d'une enveloppe sphérique a une pression intérieure

Puisque la déformation plastique s’effectue sans changement de
volume, la dilatation cubique €, + 2 €4 obéit, dans la zone plastique,
aux lois de I'élasticité ; nous avons donc:

du,2u _1-2v
dr r ~ E

(c,+20y)

soit, compte tenu des valeurs de o, et de o4 dans la zone plastique
et de la formule (50) :

dU  2U _ 1-2v r c3
ar T T 2KTE (“”?*3&

Cette équation différentielle a pour intégrale générale :

_ 1-2v ro1 c3 D
U(r) = 2K E [rln—c———-r<1——)}+ﬁ

La constante d’intégration D se détermine en écrivant que U(r)
est continu pour r=c; nous devons donc avoir, en utilisant la
formule (49) :

3
U(c) =38y¢c = %[(1+v)+2(1—2v)%}

et la constante D a pour valeur:

K
D=—=(1-v)c3
E ( )
En prenant c=b et r=a dans |I'expression de U (r), nous
trouvons l'augmentation 34 a du rayon intérieur au moment ou
I'enveloppe est entierement plastifiée :

Ka b3 b
d,a = ?[(1—v)¥—2(1—2v)lng}

Faisons croitre la pression de zéro jusqu’a pq et portons en abs-
cisse l'augmentation U(a) du rayon intérieur et en ordonnée la
pression p, nous obtenons une courbe ayant la forme représentée
sur la figure 16 ; la figure a été tracée pour b=2aet v=0,25; on
a alors 8y a= 0,458 Ka/E et 81 a=5,307 Ka/E.

Les résultats précédents ne sont valables que lorsque les
3
déplacements restent petits, ce qui implique que % (g) soit petit.

Une étude plus compléte montre que, si cette condition n’est pas
réalisée, la pression passe par un maximum avant la plastification
compléete de I'enveloppe.
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=)

0 Saa. a l/(a:)

Figure 16 - Pression dans une enveloppe sphérique
en fonction de I'accroissement du rayon intérieur

6.2.2 Tube cylindrique
soumis a une pression intérieure

Désignons par a le rayon intérieur, par b le rayon extérieur et par
p la pression sur la paroi intérieure du tube. Les contraintes prin-
cipales sont 6 = 6, dirigée suivant le rayon, 61 = 6g normale au plan
diamétral et o1 = 6, paralléle a I'axe du tube. La déformation étant
plane, les critéeres de Von Mises et de Tresca sont identiques: le
diamétre 2p du cercle de Mohr doit étre inférieur & une constante
caractéristique K.

Dans le cas ou I'équilibre est élastique, les contraintes sont
données par les formules de Lamé (article Théorie de I’élasticité
[A 305] dans ce traité) :

aZ (bZ _ r2)

G, = = P Gy =p

p a’(b?+r?)
r r2(b2-a?)’

— 5 (52)
r2(b27 62)

La déformation étant plane, la contrainte principale 6, = v(c, + Gg)
est la contrainte principale intermédiaire ; le diametre 2p du cercle
de Mohr a donc pour valeur :

2p = 6y, = p—s2202
6~ °r r2(b2_ a?)
La limite d’élasticité est atteinte en premier lieu sur la surface

intérieure ; la solution (52) reste valable tant que la pression p est
inférieure a py:

1 a?
Po = 5K<1_F> (53)
Lorsque p est plus grand que pg et plus petit que la valeur p4 qui
correspond a la plastification totale du tube, il existe dans le tube
une zone en équilibre plastique (a < r < c) et une zone en équilibre
élastique (c < r < b) séparées par un cylindre de rayon c. Dans la
zone en équilibre plastique, 6,= 1/2 (o, + o) est la contrainte prin-
cipale intermédiaire (v=1/2 dans cette zone, puisque la déforma-
tion plastique s’effectue sans changement de volume); o, et oy
vérifient donc le critére de plasticité et I'équation d'équilibre :

do, ©
+
r dr r

Il en résulte que o, est I'intégrale de I'équation différentielle :

do, K

dr r

qui prend la valeur — p pour r= a. Nous obtenons ainsi les valeurs
des contraintes dans la zone en équilibre plastique :

G, =-— p+KIn—ar—, 0y = 0,+K, 0‘Z=%(Gr+0‘e)
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Exprimons que o, est contenu pour r = ¢; nous trouvons, en uti-
lisant la formule (53) pour la zone élastique (¢ < r< b) ou la limite
d’élasticité est atteinte pour r=c:

c _ c?
- p+KIn; = ——K(1—?>

La valeur de la pression intérieure en fonction de c est donc:

2
p=K|n§+%K<1_%) (54)

Comme :

dp _ K 170_2)
dc c b2

est toujours positif, la pression p croit constamment, lorsque c varie
de a a b, depuis la valeur py donnée par la formule (53) jusqu’a la
valeur limite :

py = Kin2 (55)

qui correspond a la plastification totale du tube.

Dans le cas d'un tube épais, la pression p; est nettement plus grande
que la pression pg ; par exemple, si b= 2 a, on trouve pg = 0,375 K
et p; =0,693 K.

Calculons le déplacement radial U(r). Dans le cas de I'équilibre
élastique, nous avons, la déformation étant plane :
U T1+v

&= — = —F [(1-Vv)oy-Vvo,|

d’ou, compte tenu des expressions (52) de o, et oy :

(1+v)a2b2[1

,
E(b2- a?) rait _ZV)FJ

uiry=np

En faisant r=a et p=pg dans la formule précédente, nous

trouvons I"augmentation du rayon intérieur du tube au moment ou
la limite d'élasticité est atteinte sur la surface intérieure :

_Ka(1+v) a2
dpa = T[1+(1—2v>ﬁ} (56)

Dans lazone en équilibre plastique (a < r < ¢), la déformation plas-
tique s’effectue sans changement de volume ; la dilatation cubique
du U

ar + - obéit donc aux lois de I'élasticité, et nous avons:

d

c

U _1-2v
- = (0,+0g+0,)

+ E

o

r

soit, compte tenu des valeurs de 6,, 64 et 6, dans la zone plastique
et de la formule (54) :

_ 2
ﬂ+H = EK‘I 2v<2|n—£+c—>

dr r 2 E b2

Cette équation différentielle a pour intégrale générale :

3 .1-2v ro1 c? D
U(r)_—z-K E [rln—E——z-r(1—z—z->]+-r—

La constante d’intégration D se détermine en écrivant que U(r)
est continu pour r=c; nous devons donc avoir, en utilisant la
formule (56) :

Ke(1+v)

2
U(e) = 8¢ = ——¢ [1+(1—2v)%}
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et la constante D a pour valeur:
_ Ke? 2 C?
p=% [(5_4\/)_(1_2” —bz}

En prenant c= bet r= adans I'expression de U(r), nous trouvons
"augmentation &; a du rayon intérieur au moment ou le tube est
entierement plastifié :

_ Ka , b2 3 b
8,8 = ‘E“[“"’ )—az———2—(1—2v)|n5}

En supposant b=2a et v=0,25 on trouve §;a=0,781 Ka/E
et 8, a=3,230 Ka/E.

Les résultats précédents ne sont valables que lorsque les dépla-

2
cements restent petits, ce qui implique que —E—(g) soit petit.

Remarque : il est possible de résoudre formellement les deux
problémes précédents en adoptant le critere de plasticité (42).

6.2.3 Anneau circulaire mince
soumis a une pression intérieure

Ce probleme ne difféere du probléme du tube que parce que la
contrainte est plane. Soient a le rayon intérieur, b le rayon extérieur
et p la pression qui s’exerce le long du cercle r = a. Les contraintes
principales sont 61 = 6, dirigée suivant le rayon, o1 = 69 normale au
rayon et oy = 0 normale au plan de I'anneau.

Les criteres de Tresca et de Von Mises sont différents.

6.2.3.1 Critére de Tresca

Lorsqu’il y a déformation plastique, les contraintes principales ¢,
et oy vérifient au moins I'une des relations :

lo,— gl -K=0, |of-K=0, [og|-K=0

Dans le cas ou I'anneau est en équilibre élastique, les contraintes
G, et 64 sont encore données par les formules (52), et la pression
limite élastique a toujours la valeur py donnée par la formule (53).

Lorsque p dépasse pg, la plastification commence a partir du bord
intérieur r= a. Au début de la plastification, 6, =0 est la contrainte
principale intermédiaire, puisque c,< 0 et g > 0. Dans la zone en
déformation plastique, les contraintes 6, et oq vérifient donc les
équations :

G0, = K dr r

Nous en déduisons les valeurs des contraintes :

r
c, = —p+KIng, 6y =0,+K, 0,=0

Cette solution convient tant que o, est la contrainte principale
intermédiaire ; il faut pour cela que I'on ait dans toute la zone plas-

tifiée 6,=<0 et 6, = 0, soit, compte tenu de la valeur de cq:
-K=<o,<0

Il 'en est bien ainsi si la plus petite valeur de 6., obtenue pour r= a,
est supérieure ou égale a - K, et si la plus grande valeur de o,
obtenue sur le cercle r= ¢ qui limite la zone plastifiée, est négative
ou nulle ; nous obtenons ainsi les inégalités :

Klin

oo

sp=K
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qui ne sont compatibles que si c<ea (e =2,718 est la base des
logarithmes népériens) ; la zone plastifiée ne peut donc s’étendre
au-dela du cercle de rayon ea; la pression limite p1 a pour valeur :

Klin g lorsque b<ea

pq = (57)

K lorsque b=ea

6.2.3.2 Critéere de Von Mises

Lorsqu’il y a déformation plastique, les contraintes principales ¢,
et oy Vvérifient le critére de plasticité (37) dans lequel 2 a=K:

4(c2-6,04+05)-3K2 =0
et I'équation d’équilibre :

do,
dr r

En écrivant le critére de plasticité sous la forme :
3(c,-0g)? + (0, + Gp)2 =3 K2
nous pouvons, en posant :
6,+64 = - KJ/3sinp, o,-c4 = - Kcos ¢
exprimer G, et 64 en fonction d'un seul paramétre ¢:

- K(I:isin (p+lcos (p) = - Ksin ((p+

S,

2 2

Gy = — K(@sin go—%cosgo) = - Ksin (q)—

)

Pour r= b, la contrainte o, est nulle, donc ¢ =-n/6.

En reportant les valeurs de o, et 65 dans I'équation d’équilibre,
nous obtenons I'équation différentielle :

ola ola

J3 1. \do 1 _
(Tcosq)—fsm(pm+7cos¢_0

Cette équation est a variables séparées ; son intégrale, qui prend
la valeur r= b pour ¢ =-mn/6, est donnée par la formule :

2
r2cos ¢ = % exp [— J3 ((p+ %)]
Pour r=a, ¢ prend la valeur ¢ racine de I'équation :
2 n\] _ [ b)?
—ﬁcos @y exp [ﬁ ((po + Eﬂ = <3>

et la pression limite p1 qui correspond a la plastification compléte
de I'anneau a pour valeur:

: T
p; = Ksin <¢0+€)

Une discussion plus compléte montre que ¢g ne peut dépasser
la valeur n/3. L'angle ¢ décroit donc de ¢y & — /6 lorsque r croit
de a a b. La valeur ¢y =mn/3 correspond au maximum possible de
la pression limite :

pr=K

et au maximum k du rapport b/a:

o ool
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En résumé, la pression limite a pour expression :

K sin (‘Po + %) lorsque b< ka

K lorsque b= ka

Py = (58)

La solution difféere peu de celle trouvée avec le critéere de Tresca

(8 6.2.3.1).

Remarque : les résultats obtenus en déformation plane pour
le tube et en contrainte plane pour I'anneau sont bien différents.
La raison en est la suivante : dans le cas de I'anneau, la déforma-
tion plastique n’est pas empéchée dans la direction normale au
plan de I'anneau.

Bornons-nous au cas ou le critére de plasticité (8 5.2.2) correspond
a une courbe intrinseque composée de deux droites paralleles
(semi-liquides).

En supposant qu’il n'y ait pas de densité volumique de force, les
composantes 61 = Gqq, G, = Gy €t 13 = G, = 61 du tenseur contrainte
vérifient en tout point du milieu les équations d'équilibre :

06, 013

dt3  9do,
ox Ty

0, Ix + Sy
et, puisque le milieu est supposé en équilibre plastique, la condition
de plasticité.

En un point M du milieu, le cercle de Mohr (figure 17) a un rayon
constant p. Sur le cercle de Mohr, le point C(c4, 13) correspond a
I’élément dont la normale Mx’ est paralléle a Ox, le point D(c;, —13)
correspond a I'élément dont la normale My’ est paralléle a Oy, les
points A et B correspondent aux directions principales MX et MY,
le point U correspond & la normale Mn, a la premiére ligne de
glissement (U) et le point V correspond a la normale Mn, a la

— —
deuxieme ligne de glissement (V). Nous désignerons par t; et n,

- e
les vecteurs unité tangent et normal a (U), et par t,et n, les

vecteurs unité tangent et normal a (V) ; les lignes de glissement étant
orthogonales, nous avons :

—

— —
n P Np=- 1

-
=t,

Nous pouvons exprimer 64, 05 et 13 en fonction de I'abscisse &
du centre I du cercle de Mohr et de I'angle 6 = (Mx’, Mn4) qui
définit I'orientation des tangentes aux lignes de glissement au
point M. Nous avons, le point figuratif sur le cercle de Mohr tour-
nant en sens inverse de la normale a I'élément :

1 — —
g€ = §(G1+(52), 20 = (IU, IC)

Nous voyons alors immédiatement sur la figure 17 que:
c1=8+psin20, c,=&-psin26, 13=-pcos26 (59)

Les contraintes principales dirigées suivant MX et MY bissectrices
de l'angle (Mt;, Mt,) ont pour valeurs &+p et E—p; les compo-
santes de la contrainte sur les éléments Mt; et Mt, sont (§, - p) et
(& p).

Portons les expressions (59) dans les équations d’équilibre ;
nous obtenons :

o0& 26 20 .
il 2p (Ecos 29+a—ysm 26)
o€ 20 . 20
3y 2p (———axsm 20————aycos 26)

Introduisons, pour simplifier I'écriture, la fonction z définie par:

3 G, +0,
T T TR

nous trouvons que z et 0 vérifient les équations aux dérivées
partielles :

2z . dz 20 . 20
Wsm e—a—ycose = Wsm e—a—ycose
J J 20 L) (60)
z z . .
5;0059+—a—)75|n6 = - aXcose—gvsme
Désignons par:
x=x(u,v), y=ylu v) (61)

les équations du réseau des lignes de glissement.

Figure 17 - Lignes de glissement
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Si I'on fixe v et que u varie seul, le point M(x, y) décrit une ligne
(U) de la premiere famille, donc :
JIx Jy
—— =Asin®, =
Ju Ju
puisque le vecteur t1 a pour composantes (sin 6, —cos 0) ; A est
une fonction de u et de v qu'il est inutile de préciser.
Si I'on fixe u et que v varie seul, le point M décrit une ligne (V)
de la deuxiéme famille, donc :

a9x
av

= - Acos6

dy

3 = usin®

=ucos 0,
. g .
puisque le vecteur t, a pour composantes (cos 6, sin 6) ; i est une
fonction de u et de v qu’il est inutile de préciser.
Le changement de variables (61) transforme z et 6 en fonctions
de u et de v dont les dérivées premiéres ont pour valeurs :

g{zf = %%+ g)z/gz = k(% ine——cose)
% = g—;%é+—g—f7g—é = u(g—cose+———sme>
% = —g—%gz 3325 = k(%%sm 9————0059)
g—% = gig:+ g?/gg = p(%cose+g—3sme>

Le changement de variables (61) transforme donc les
équations (60) en les équations trés simples :

0 _ 0z 26 dz

ou - u’ v~ v

Donc, f (u) et g(v) désignant deux fonctions arbitraires, nous
avons :

0-z=2g(v), 0+z=2f(u)
Nous obtenons ainsi la solution :
O(u, v)="Ff(u)+glv), z(uv)=~flu)-gl(v) (62)

qui conduit a des propriétés remarquables des lignes de glissement
découvertes par Hencky.

Soient (figure 18) A; et A, les points ou une ligne variable (U)
de la premiére famille coupe deux lignes fixes (V;) et (V,) de la
deuxiéme famille définies par les valeurs uq et u,. L'angle ¢ des
tangentes a la ligne (U) en A; et A, a pour valeur :

©=0(uy, v)=-0(uq, v) =1f(uy)—f (uq)

donc l'angle ¢ garde la méme valeur quelle que soit la ligne (U).

De méme, soient By et B, les points ou une ligne variable (V) de
la deuxieme famille coupe deux lignes fixes (U;) et (U,) de la pre-
miere famille définies par les valeurs v et v,. L'angle y des tan-
gentes a la ligne (V) en B, et B, a pour valeur :

y=0(u, vp)=0(u, vq) =g (v)-g(vy)
donc l'angle y garde la méme valeur quelle que soit la ligne (V).
Nous déduisons alors de la seconde équation (62) les relations :
{Z(Uzr v)-z(u, v) = f(Uz)*f(uﬁ =0
zZ(u, vy)-z(u, vq) = g(v)-g(vy) = -y

qui traduisent le théoreme de Hencky :

Lorsqu’on se déplace le long d’une ligne de glissement et que
la tangente a cette ligne tourne d'un angle o, la contrainte
normale qui s’exerce sur I'élément tangent a cette ligne varie
de £2 p o; il en est de méme des contraintes principales.
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En effet, les contraintes dont il est question dans I'énoncé du
théoréeme de Hencky ont pour valeurs £=2pz 61=2pz+p,
on=2pz-p.

Signalons quelques réseaux de lignes de glissement que I'on
rencontre dans les applications :

— réseau de droites orthogonales (matiére pressée entre deux
plateaux sans frottement) ;

— droites concourantes et cercles concentriques (secteur ou
éventail plastique) ;

— spirales logarithmiques coupant les droites issues d'un
méme point sous I'angle + /4 (tube soumis a une pression
intérieure) ;

— réseau de cycloides orthogonales (matiére pressée entre
deux plateaux rugueux.

Le théoreme de Hencky permet le calcul des contraintes a partir
des lignes de glissement. Soit, par exemple, un demi-espace chargé
sur une largeur a par une densité de charge constante p (figure 19).
Dans les triangles AA'B, ACDet A’'C’D’, les lignes de glissement sont
des droites coupant la direction principale D’A’AD sous I'angle + /4.
Ces triangles sont raccordés par deux secteurs plastiques ABC
et A’'BC’; les lignes de glissement sont les droites issues de A (ou
de A’) et les cercles de centre A (ou A”). Sur ADla contrainte normale
est nulle, et sur AC la contrainte normale est égale a - p, puisque
dans le triangle ACD le cercle de Mohr (figure 17) est tangent en O
a Ot. Le théoreme de Hencky donne la contrainte normale sur AB
égale a:

- p-2p5 = -p(1+m) = &

(%)

(%)

Figure 18 - Réseau de lignes de glissement

Figure 19 - Lignes de glissement d’un demi-espace chargé
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Enfin, la contrainte normale sur AA’, qui est principale, a pour
valeur £ — p et doit étre égale a — p. Nous obtenons ainsi la densité
de charge maximale que peut supporter le demi-espace sur AA":

= r
p_2p<‘|+2>

p est donc égal a la résistance a la compression simple 2 p multi-
pliée par le facteur 1+ n/2 = 2,57.

8.1 Définition des états limites d’équilibre

Considérons une structure €élastoplastique parfaite (8 2.2.1), de
matrice d'élasticité L, soumise a un systéme de forces extérieures

N
och ; o est un nombre sans dimension que |'on fait croitre a partir

de zéro. Tant que o reste inférieur & une certaine valeur o, la struc-
ture est en équilibre élastique ; pour o = o le critere de plasticité
est vérifié en au moins un point de la structure. Si o dépasse oo sans
étre trop grand, la structure est divisée en régions ou le critére de
plasticité est vérifié et en régions en équilibre élastique ; dans ces
derniéres régions, les déformations élastiques limitées et petites
empéchent que les déformations plastiques croissent indéfiniment
dans les régions ou le critére de plasticité est vérifié. Enfin, pour une
valeur o4 de o, les régions ou le critére de plasticité est vérifié
occupent un volume V; tel que des déformations plastiques illimitées
entrainantla ruine de la structure deviennent possibles. La plus petite

N
valeur de o, telle que les forces o F; entrainent la ruine de la structure,
est la valeur oy ; la structure, soumise au systéeme de forces exté-

N
rieures o, F; est dite en état limite d’équilibre.

Supposons que la matrice d’élasticité L soit remplacée par p L;
en supposant qu’on puisse négliger les déformations pour écrire les
équations d’équilibre, les résultats précédents ne sont pas modifiés ;
en particulier, les valeurs o et o4 sont les mémes, seules les défor-
mations élastiques sont multipliées par le facteur p. En faisant tendre
p vers zéro, nous voyons que [’état limite d’équilibre d’une structure
élastoplastique parfaite ayant pour domaine d’élasticité (¢ ) peut étre
déterminé en supposant que la structure est plastique parfaite et a
pour domaine de rigidité (€).

Il ne faut toutefois jamais oublier que le résultat précédent n'a été
établi que moyennant I’'hypothése suivante, qu'il faut vérifier dans
chaque cas particulier : jusqu’au moment de la ruine, les déforma-
tions de la structure élastoplastique demeurent suffisamment petites
pour qu'il soit justifié de négliger les déformations pour écrire les
équations d'équilibre.

8.2 Forme globale du principe du travail
plastique maximal
Considérons une structure plastique parfaite (ou rigide-plastique,
-
8§ 2.2.2) en état limite d'équilibre sous I’action de forces F]- appliquées
-
aux points A;; et tout systeme de forces och ou o = 1 entraine la

N
ruine de la structure, et tout systéeme de forces BF; ou p<1nedonne
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aucune déformation a la structure. Soit, pendant I'intervalle &t qui
suitle moment ou la structure commence a se déformer, 6; la défor-
mation éventuelle en un point, 6;}- le déplacement du point A; et 8
la contrainte en un point de la structure. Les contraintes 6 sont en
équilibre avec les forces I?/ et les déplacements 8/?]- résultent des

N
déformations g ; le théoréeme des travaux virtuels (article Défor-
mations et contraintes dans un milieu continu [A 303] dans ce traité)
nous donne donc I'équation :

- = - =
SF-8A; =],Q3qdv
J

=
Appliquons aux points A; des forces F/" n’entrainant aucune défor-

N
mation de la structure, et soit Q’ les contraintes en équilibre avec

N
les forces Fj’ ; en prenant le méme déplacement virtuel que précé-
demment, le théoréme des travaux virtuels nous donne I'équation :

= — -, -
SF 8A;=],Q -3qdv
J

-

Or Q \vérifie le critere de plasticité dans tout le volume V; qui
—

se déforme au moment de la ruine, tandis que Q’ ne vérifie pas

N
le critére de plasticité dans tout le volume V; (sinon les forces F;

donneraient un état limite d’équilibre). Nous avons donc, d'apreés le
principe du travail plastique maximal (8 3.1) :

e -
Q -3g =Q’-3q
I’égalité ne pouvant avoir lieu dans tout le volume V;. Nous obtenons
donc l'inégalité stricte :
-

— — =
SF3A>SF BA; (63)
J J

qui exprime le principe du travail plastique maximal sous la forme
globale valable seulement pour les structures plastiques parfaites.

En faisant intervenir les vitesses v; des points A; définies par les
. — - ., o e .
relations & A= 8t, I'inégalité (63) peut encore s’écrire :

- -
V,

DGRV (64)
7 7

8.3 Théoremes fondamentaux

Un champ de contraintes d’une structure est statiquement admis-
sible s'il est en équilibre avec les forces extérieures appliquées, et
il est stable si en tout point de la structure le point figuratif de la
contrainte appartient au domaine d’élasticité (ou de rigidité) (€).

Premier théoreme fondamental : il ne peut pas y avoir défor-
mation d’une structure plastique parfaite soumise a des forces
extérieures pour lesquelles on peut trouver un champ de
contraintes stable et statiquement admissible.

-
Ce théoreme se démontre par I'absurde. Désignons par F/ les
forces extérieures. Si le théoréme était inexact, il existerait un
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-
nombre p <1 tel que les forces pF; entraineraient un état limite
d’équilibre ; nous aurions alors, d’apres I'inégalité stricte (64) :

SoF v >YF v,
] ]

et par suite p > 1. Nous aboutissons ainsi a une contradiction, ce
qui démontre le théoréme.

Un champ de vitesses de déplacement d’'une structure est ciné-
matiquement admissible s'il respecte la continuité de la structure,
etil est instablesila puissance des forces extérieures (forces données
et réactions) est supérieure ou égale a l'intégrale de la puissance

-
de dissipation spécifique % (q ) (83.1):

;PJVBLED(?‘)W (65)

<

Deuxiéme théoreme fondamental : il y a nécessairement
déformation d’une structure plastique parfaite soumise a des
forces extérieures pour lesquelles on peut trouver un champ de
vitesses de déplacement instable et cinématiqguement
admissible.

N
Ce théoreme se démontre également par |'absurde. Soit F; les

forces extérieures, et supposons l'inégalité (65) vérifiée pour un
champ de vitesses de déplacement donnant les vitesses de dépla-

- 2 AN s
cement v; et les vitesses de déformation g . Si le théoréme était

N

inexact, la structure ne subirait pas de déformation, et les forces Fj
-

seraient en équilibre avec des contraintes Q’ ne vérifiant pas en tout

point le critere de plasticité ; le théoréme des travaux virtuels (8 8.2)
nous donnerait alors I'équation :

- - - =
ZF]--VI»: VO-qu
j

et puisque, d'aprés le principe du travail plastique maximal :

- > -
Q -q s@(q)

I'égalité ne pouvant avoir lieu en tout point de la structure, nous
aurions l'inégalité stricte :

- — -
YF -, <ngz(q)dv
J

en contradiction avec I’hypothése (65), ce qui démontre le théoréme.

8.4 Application des théoremes
fondamentaux

N
Supposons qu’un systeme de forces ocF]- soitappliqué a une struc-
ture plastique parfaite, et soit oy la valeur du parametre a qui

correspond a I'état limite d’équilibre. Le premier théoréme fonda-
mental permet de déterminer des valeurs o4 et le second théoreme

fondamental des valeurs o, telles que :

Oy < 0o <0y

THEORIE DE LA PLASTICITE

p

v
0 x
K— (0)

Figure 20 - Domaine d’équilibre d’une structure plastique parfaite

o=

Plus généralement, supposons que le systeme des forces appli-

quées a la structure soit de la forme al?j+BGHk. Lorsque I'état
d’équilibre est limite, le point Mgy de coordonnées (0, By) se trouve
sur une certaine courbe fermée Iy limitant un domaine intérieur
ouvert (D) ; tout point intérieur a (D) correspond a un systéme de
forces donnant un équilibre possible, et tout point extérieur a I'y
correspond a un systeme de forces entrainant la ruine (figure 20).

Il est aisé de montrer que le domaine (D) est convexe ; en effet,
Mg (0, Bg) désignant un point quelconque de I'y et M(a, B) un
point quelconque de (D), nous avons, d'aprés la formule (64) :

- - - — - - - —
S 0gF; - v+ Y Bo Gy -wy > D oF; - Vi + Y BGy - W
J k J k

— — R . R . -
v; etw, étant les vitesses des points d’application des forces F]

N
et G, dans la déformation de I'état limite Mg (o, Bp). Il en résulte

que le domaine (D) est convexe, puisque l'inégalité précédente
signifie que le domaine (D) se trouve tout entier d'un méme co6té
d’une droite A passant par M, d’équation :

(-0 F - v, +(B-Bp) Y Gy-wy = 0
Jj k

Le premier théoreme fondamental permet de déterminer des
courbes I'y intérieures a I'y, et le deuxieme théoreme fondamental
des courbes I', extérieures a I'y. Il est donc possible de trouver une
couronne comprise entre deux courbes I'y et I'y, qui peuvent étre
trés voisines, a l'intérieur de laquelle est tracée la courbe Ty
inconnue.

Il est possible de déduire des théorémes fondamentaux des
méthodes pratiques de calcul des charges limites des structures
usuelles (article Plasticité appliquée au calcul des structures [C 2 050]
dans le traité Construction).

La considération des états limites d’équilibre d'une structure ne
suffit pas pour justifier sa sécurité lorsque la structure est soumise
a un systéme de forces ®(t) variable dans le temps. En effet, lorsque
la sollicitation varie, des déformations plastiques indéfiniment
répétées peuvent se produire ; de tels cumuls ou alternances de
déformations plastiques entrainent inévitablement la ruine de la
structure a plus ou moins bréve échéance.
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Le théoreme fondamental de I'adaptation précise les conditions
dans lesquelles la structure reste indéfiniment stable ; il s'énonce :

Soit Q’(t) la contrainte dans une structure soumise a une
sollicitation variable ®(t) calculée dans I’hypothése du compor-
tement élastique. S'il existe un état d’autocontrainte d’adaptation

fixe QA tel que le point représentatif de la contrainte résultante

Q'(t) + QA appartienne toujours au domaine d’élasticité (€), la
structure reste indéfiniment stable.

Dans I'hypothése du comportement élastique, la déformation
serait :
g’(t)=LQ’(t) (66)
L désignant la matrice d’élasticité de la structure.

La contrainte réelle est Q(t), et puisque la structure peut avoir subi
dans le passé des déformations plastiques g”(t), la déformation
réelle est :

q(t)=LQ(t)+q”(t) (67)

AVlinstant t, I'état d’autocontrainte Q7 (t) est celui que I'on obtient
en supposant la décharge élastique ; c’est donc I'état d’auto-
contrainte :

aoft)y=at) - a'(t) (68)

Nous allons montrer que la quantité scalaire positive :
J=%jV{OR(t)—OAJTL{Oﬁ(t)—OAJdV (69)
I'intégrale étant étendue au volume de la structure, ne peut que

diminuer lorsque la sollicitation varie en entrainant des déformations
plastiques.

Une variation des forces extérieures entraine une variation 8J
égale a:

8J = fv[oﬁ'(t)—oﬂf L3QR (t)dV

soit, compte tenu de la relation (68) :

8J = fv[o-(o'+ At L(3Q-8Q")dV

Mais nous avons, en vertu des relations (66) et (67) :
L3Q’'=08q’, L6Q=38qg -68q”

de sorte que nous pouvons écrire 8J sous la forme :

o8J = fV[O—(O’+ QA (8g-8q’ - 3q”)dV
Les contraintes Q(t) et Q’(t) sont statiquement admissibles avec

les forces extérieures @(t) ; il en résulte que Q- (Q’ + Q%) est un
état d’autocontrainte.
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Les déformations & g et & g’ étant cinématiquement admissibles,
le théoreme des travaux virtuels (article Contraintes et déformations
dans un milieu continu [A 303] dans ce traité) montre que :

fv[o_(o'+ QA)tdgdvV =10

fv[o_(owf QA)tsq’dV =0

Nous obtenons donc finalement I'expression suivante de 6J:

8J = —fv[o—(owoA)]taq"dv (70)

Lorsque le point figuratif de la contrainte Q appartient a (€), la
variation de déformation plastique 8g” est nulle, donc 8J = 0.

Lorsque le point figuratif de la contrainte Q vient en un point A
-
de la frontiére du domaine (€), le vecteur déformation plastique dq”
est normal a la frontiere (figure 21).

En vertu de I'hypothése faite dans le théoreme de |'adaptation,
le point figuratif B de la contrainte Q" + ol appartient a (€) ; donc
le produit scalaire :

- >
[Q-(Q’+0QA)[t8q” = BA-5q”
est toujours positif puisque le domaine d’élasticité (€) est convexe.

Il en résulte que la variation 8J définie par (70) est toujours
négative ou nulle ; la quantité positive J dont la valeur initiale a I'état
naturel est:

Jo = %fv(oA)tLaA dv

est donc non croissante et tend vers une limite J; positive ou nulle ;
dés que cette limite est atteinte, il ne se produit plus de déformations
plastiques.

La structure, qui s’est adaptée a la suite de déformations plastiques
limitées, demeurera donc stable.

Figure 21 - Vecteur déformation plastique
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