CAPITULO

Densidad de flujo
eléctrico, ley de Gauss
y divergencia

espués de dibujar algunos de los campos descritos en el capitulo anterior y familia-

rizarse con el concepto de lineas de flujo, que muestran la direccion de la fuerza so-

bre una carga prueba en cualquier punto, es dificil dejar de dar a estas lineas un
significado fisico y pensar en ellas como lineas de flujo. Ninguna particula fisica se proyec-
ta radialmente hacia fuera desde la carga puntual, y no existen tenticulos que se extiendan
hacia fuera para atraer o repeler una desprevenida carga de prueba, pero en cuanto las lineas
de flujo se dibujan sobre un papel surge un dibujo que muestra que de alguna manera “al-
go” estd presente.

Resulta muy util inventar un flujo eléctrico que fluya simétricamente desde la carga
puntual y que coincida con las lineas de flujo, de manera que siempre se visualice este flu-
jo donde quiera que haya un campo eléctrico.

Este capitulo presenta y utiliza los conceptos de flujo eléctrico y densidad de flujo
eléctrico para resolver nuevamente algunos de los problemas tratados en el ultimo capitu-
lo. El trabajo resultard mucho mas facil ahora, debido a la extrema simetria de los proble-
mas considerados. i

3.1 Densidad de flujo eléctrico

Alrededor de 1837, el director de la London Royal Society, Michael Faraday, comenzé a
interesarse mucho en los campos eléctricos estiticos y en el efecto de varios materiales ais-
lantes sobre ellos. Este problema lo habia preocupado durante los ultimos diez afios, cuan-
do estaba completamente inmerso en los experimentos de su ahora famoso trabajo sobre la
fuerza electromotriz inducida, que se estudiara en el capitulo 10. Al finalizar este trabajo
habia construido un par de esferas metdlicas concéntricas. La exterior consistia de dos he-
misferios que se podian unir firmemente. También preparé cdscaras esféricas de material
aislante (o material dieléctrico, o simplemente dieléctrico) para que ocuparan el volumen
entre las esferas concéntricas. Por lo pronto, no se utilizardan sus descubrimientos acerca de
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los materiales dieléctricos porque s6lo se tratardn campos en el vacio hasta el capitulo 6.
En este momento se verd que los materiales que us6 tendrén que clasificarse como dieléc-
tricos ideales.

Su experimento consisti6 esencialmente de los siguientes pasos:

1. Con el equipo desarmado, a la esfera interior se le daba una carga positiva conocida.

2. Los hemisferios se unian rodeando la esfera cargada con cerca de 2 cm de material die-
léctrico entre ellas.

3. La esfera exterior se descargaba conectindola momentdneamente a tierra.

4. La esfera exterior se separaba cuidadosamente usando instrumentos hechos de material
aislante para no perturbar la carga inducida en ella, y se media la carga negativa indu-
cida en cada hemisferio.

Faraday descubri6 que la carga total en la esfera exterior era igual en magnitud a la car-
ga original positiva colocada en la esfera interior, y que esto se cumplia independientemen-
te del material dieléctrico que separaba las dos esferas. Concluyé que habia algiin tipo de
“desplazamiento” desde la esfera interior a la exterior y que era independiente del medio;
ahora a este flujo se le conoce como desplazamiento, flujo de desplazamiento, o simplemen-
te flujo eléctrico.

Los experimentos de Faraday también mostraron, desde luego, que una carga positiva
mayor en el interior de la esfera inducia una correspondiente carga negativa mayor en la es-
fera exterior. Esto condujo a establecer la existencia de una proporcionalidad directa entre
el flujo eléctrico y la carga de la esfera interior. El valor de la constante de proporcionali-
dad depende del sistema de unidades y resulta afortunado utilizar unidades SI, ya que asi la
constante es unitaria. Si el flujo eléctrico se denota por W (psi) y la carga total de la esfera
interior por Q, entonces, por el experimento de Faraday

de manera que el flujo eléctrico W se mide en coulombs.

Es posible obtener més informacién cuantitativa considerando una esfera interior de ra-
dio a y una exterior de radio b, con cargas Q y —(, respectivamente (figura 3.1). Las tra-
yectorias del flujo eléctrico W que se extienden desde la esfera interior a la exterior las
indican las lineas de flujo dibujadas en forma radial y simétrica desde una esfera a otra.

En la superficie de la esfera interior, ¥ coulombs de flujo eléctrico los produce la car-
ga de Q(= W) coulombs distribuidos uniformemente sobre una superficie que tiene un drea
de 47 a*> m?. La densidad de flujo en esta superficie es W/4ma?, o Q/4rwa* C/m?, y ésta es
una importante cantidad nueva.

A la densidad de flujo eléctrico, medida en coulombs por metro cuadrado (unidad al-
gunas veces descrita como “lineas por metro cuadrado”, puesto que cada linea se debe a un
coulomb), se le asigna la letra D, que se eligio originalmente debido a los nombres alterna-
tivos de densidad de flujo de desplazamiento o densidad de desplazamiento. La “densidad
de flujo eléctrico” es un nombre mds descriptivo, y por ello se usard de manera consistente.

La densidad de flujo eléctrico D es un campo vectorial que pertenece a la clase de cam-
pos vectoriales de “densidades de flujo™ y distinta de la clase “campos de fuerza”, en la que
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Figura 3.1 El flujo eléctrico en la regién entre un
par de esferas concéntricas cargadas. La
direccién y magnitud de D no son funcion del
dieléctrico colocado entre las esferas.

se incluye la intensidad de campo eléctrico E. La direccién de D en un punto es la direccion
de las lineas de flujo en ese punto, y su magnitud es igual al nimero de lineas de flujo que
atraviesan una superficie normal a las lineas, dividida entre el drea de la superficie.

Obsérvese de nuevo la figura 3.1. La densidad de flujo eléctrico estd en direccion radial
y tiene un valor de

D = 4:12 a, (esfera interior)
D| =-—a, (esfera exterior)
,—p 4mb
y a una distancia r, donde a € r < b,
Q
D= ——a,
4mr?

Si se deja ahora que la esfera interior comience a hacerse mas y mds pequeifia, mientras si-
gue reteniendo una carga Q, en el limite se convertird en una carga puntual; no obstante, la
densidad de flujo eléctrico en un punto a r metros de la carga puntual sigue siendo:

(1

para Q lineas de flujo que se dirigen simétricamente alejandose del punto y que pasan a tra-
vés de una superficie esférica imaginaria de drea 4772,

Este resultado debe compararse con la ecuacion (10) de la seccion 2.2, que describe la
intensidad de campo eléctrico radial de una carga puntual en el espacio libre.
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Por lo tanto, en el espacio libre,

(sélo espacio libre) (2)

Aunque (2) es aplicable sélo al vacio, no se restringe tnicamente al campo de una carga
puntual. Para una distribucion de carga volumétrica en general en el espacio libre

(s6lo espacio libre) (3)

donde esta relacion se deduce a partir del campo de una sola carga puntual. De manera si-
milar, (1) conduce a

“4)

y (2) es, por consiguiente, verdadera para cualquier configuracion de carga en el espacio li-
bre. La expresion (2) puede considerarse como la definicién de D en el espacio libre.

Como preparacion para después estudiar los dieléctricos, se debe sefialar ahora que pa-
ra una carga puntual sumergida en un medio dieléctrico ideal infinito, los resultados de Fa-
raday muestran que (1) sigue siendo aplicable, y lo mismo sucede con (4). La ecuacién (3)
no es aplicable, de modo que la relacién entre D y E serd un poco més complicada que (2).

Puesto que D es directamente proporcional a E en el espacio libre, en apariencia resulta
innecesario utilizar un nuevo simbolo. Sin embargo, se hard por varias razones. Primero, D
se asocia con el concepto de flujo, que es una idea nueva e importante. Segundo, los cam-
pos D que se obtengan serdn un poco mds sencillos que los correspondientes campos E, ya
que €, no aparecerd. Y finalmente, es ttil para empezar a familiarizarse con D antes de apli-
carlo a materiales dieléctricos en el capitulo 6.

Considérese un sencillo ejemplo numérico para ilustrar estas cantidades y unidades nuevas.

Se desea encontrar D en la regién circunvecina a una carga uniforme de 8 nC/m colocada a
lo largo del eje z.

Solucién. El campo E es

prL 8 x 1077 143.8
E= Ay = a, = a, V/im
2 epp 27(8.854 x 10-12)p
Enp=3m E= 47'93,, V/m.
Asociado con el campo E, se encuentra:

oL 8 x107° 1.273 x 107° .
D = —a, = — _ ,C/ -
27p 2mp % St

El valorde p=3mesD = 0'4243,0 nC/m.




3.2 leyde Gauss

El flujo total que deja a 5 m de longitud de la linea de carga es igual a la carga total
contenida en esa longitud, o ¥ = 40 nC.

3.2 Ley de Gauss

Los resultados de los experimentos de Faraday con las esferas concéntricas pueden resumir-
se en una ley experimental que establece lo siguiente: el flujo eléctrico que pasa a través de
cualquier superficie esférica imaginaria situada entre las dos esferas conductoras es igual a
la carga encerrada en esa superficie imaginaria. Esta carga encerrada puede estar distribui-
da sobre la superficie de la esfera interior, o concentrada como carga puntual en el centro de
la esfera imaginaria. Sin embargo, puesto que un coulomb de flujo eléctrico lo produce un
coulomb de carga, la forma del conductor inferior pudo haber sido un cubo o una llave de
latén, y la carga total inducida en la esfera exterior hubiera sido la misma. Es cierto que la
densidad de flujo habria cambiado su distribucién simétrica anterior a alguna otra configu-
racién desconocida, pero +Q coulombs en cualquier conductor interior producird una carga
inducida de —Q coulombs sobre la esfera que lo rodea. Si se sigue yendo adelante se po-
drfan reemplazar ahora los dos hemisferios exteriores por una lata vacia de sopa, pero com-
pletamente cerrada. Q coulombs en la llave de latén producirdn ¥ = Q lineas de flujo
eléctrico e inducirian —Q coulombs sobre la lata.!

Esta generalizacion del experimento de Faraday conduce al siguiente enunciado, que se
conoce como ley de Gauss:

El flujo eléctrico que pasa a través de cualquier superficie cerrada es igual a la carga total ence-
rrada por esa superficie.

La contribucién de Gauss, uno de los mds grandes matematicos que el mundo ha dado,
no fue, en realidad, el que haya establecido la ley que se acaba de mostrar, sino que propor-
ciond la forma matematica de este enunciado, la cual se obtendra ahora.

! Si éste fuese un aislante perfecto, la sopa podria dejarse incluso en el envase sin que haya diferencia en los
resultados.
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Figura 3.2 La densidad de flujo eléctrico Dg en P debido a la
carga Q. El flujo total que pasa a través de A4 es DS - AS.

Supdngase una distribucién de carga, que se muestra como una nube de cargas puntua-
les en la figura 3.2, rodeada por una superficie cerrada de cualquier forma. La superficie
cerrada puede ser de la de alglin material real, pero generalmente estd en una superficie ima-
ginaria cerrada que queremos visualizar. Si la carga total es Q, entonces pasardn Q cou-
lombs de flujo eléctrico a través de la superficie cerrada. En todo punto sobre la superficie
el vector densidad de flujo eléctrico D tendr4 algiin valor D, donde el subindice S sélo in-
dica que el vector D debe evaluarse en la superficie. En general, D variard en magnitud y
direccién de un punto a otro de la superficie.

Se debe considerar ahora la naturaleza de un pequefio elemento de superficie. Un pe-
queno elemento de superficie cuya drea sea AS se parece mucho a una porcién de una su-
perficie plana; la descripcién completa de este elemento de superficie requiere no sélo
establecer su magnitud sino también su orientacién en el espacio. En otras palabras, al pe-
quefio elemento de superficie debe darsele un cardcter vectorial. La tinica direccién posible
que puede asociarse con AS es la direccién de la normal a un plano, el cual es tangente a la
superficie en el punto en cuestién. Desde luego, existen dos normales, y la ambigiiedad se
evita escogiendo la normal hacia fuera, siempre y cuando la superficie sea cerrada y “hacia
fuera” y tenga un significado especifico.

Considérese, en cualquier punto P, un pequefio elemento de superficie AS y que D for-
ma un dngulo € con AS, como lo muestra la figura 3.2. El flujo a través de AS es, entonces,
el producto de la componente normal de D, y AS,

AV = flujo coordenado AS = D¢ AS = Dgcos 0 AS = Dg - AS

normal

donde se ha aplicado la definicién de producto punto, desarrollada en el capitulo 1.
El flujo rotal que pasa a través de la superficie cerrada se obtiene sumando las contri-
buciones diferenciales que cruzan cada elemento de superficie AS,

qufdtpzjﬁ D - dS
superficie
cerrada

La integral resultante es una integral de superficie cerrada, y puesto que el elemento
de superficie dS siempre implica las diferenciales de dos coordenadas, tales como dx dy,
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p d¢ dp o r* sen 6 df d¢, se trata de una integral doble. Normalmente se emplea s6lo un
simbolo de integral y se coloca debajo de €l una § para indicar que la integral es de super-
ficie; aunque en realidad esto no seria necesario puesto que la diferencial dS indica automé-
ticamente que se trata de una integral de superficie. Una ultima convencion es colocar un
pequeiio circulo sobre el mismo simbolo de integral para indicar que la integracién debe ha-
cerse sobre una superficie cerrada. Dicha superficie se llama con frecuencia superficie
gaussiana. La formulacién matematica de la ley de Gauss es, entonces:

(5)

AR

La carga encerrada pueden componerla varias cargas puntuales, en cuyo caso
Q= Z0n
o por una linea de carga

Q=fPLdL

0 por una carga superficial,
D= f psdS  (no necesariamente una superficie cerrada)
s

o por una distribucién de carga volumétrica,

Q=f py dv
vol

Por lo general se usa la dltima férmula, y no es dificil ponerse de acuerdo y aceptar que
representa cualquiera o todas las otras formas. Segiin este acuerdo, la ley de Gauss puede
expresarse en términos de la distribucién de carga como:

(6)

Esta ecuacién matemadtica significa simplemente que el flujo eléctrico total a través de cual-
quier superficie cerrada es igual a la carga encerrada.

Para ilustrar la aplicacion de la ley de Gauss se comprobarén los resultados del experi-
mento de Faraday colocando una carga puntual Q en el origen de un sistema de coordena-
das esféricas (figura 3.3), y se elegird como superficie cerrada una esfera de radio a. La
intensidad del campo eléctrico de la carga puntual es:

Q

= —_a
dmegr?

y puesto que,

D=€0E

I llustraciones |
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Figura 3.3 Aplicacion de la ley de
Gauss al campo de una carga puntual Q
sobre una superficie esférica cerrada de
radio a. La densidad de flujo eléctrico D
es normal en todos los puntos de la
superficie esférica y siempre tiene una
magnitud constante en dichos puntos.

se tiene, como ya se sabe,

Q
D= ——a
dmr2™"
En la superficie de la esfera,
Q
8= Zrar™

En el capitulo 1 se encontré que el elemento diferencial de drea sobre una superficie esféri-
ca es, en coordenadas esféricas,

dS = r? sen 0 d6 dp = a* sen 0 d6 do

dS=a’senfdodpa

El integrando es

Dg-dS = azsenOdeq‘bar-a,=i%sen6d9d¢v

Q
4na®
lo cual conduce a la integral cerrada de superficie:

¢=2

f=m Q
f —senf dfdo
¢=0 f=¢ 4
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donde los limites de la integracién han sido elegidos de modo que la operacion se realice
sobre toda la superficie de la esfera de una sola vez.2 La integracién nos da

n 2
f ZQ( —cosf) d¢ = -gd(b 0
0 0

o/

obteniéndose un resultado que muestra que Q coulombs de flujo eléctrico atraviesa la su-
perficie, tal como debe ser puesto que la carga encerrada es de Q coulombs.

La siguiente seccién contiene ejemplos de la aplicacién de la ley de Gauss a problemas con
simetria geométrica sencilla, cuyo objetivo es encontrar la intensidad del campo eléctrico.

i_.'ﬁ3..3:E Dada la denm d de ﬂuja elecmco D 0. BrZa,._
. _'anelpunmP(r—?. 0= 25° k"ﬁ*—%"):

tas eiw:ﬁéc;-zggg# uC: 10.54 uC

3.3 Aplicacion de la ley de Gauss:
algunas distribuciones de carga simétricas

Se considerard ahora la manera de aplicar la ley de Gauss,

para determinar D cuando se conoce la distribucién de carga. Este es un ejemplo de una ecua-
cién integral en la cual la cantidad desconocida que se determinard aparece dentro de la integral.

La solucidn es ficil si se tiene la capacidad de elegir una superficie cerrada que satis-
faga dos condiciones:

1. Dy sea en cualquier punto normal o tangencial a la superficie cerrada, de modo que
D - dS se convierte en D dS o en cero, respectivamente.

2. Sobre esta porcién de la superficie cerrada para la cual Dg - dS no es cero, D =
constante.

? Nétese que si tanto # como ¢ variaran en el rango desde 0 a 27, la superficie esférica serfa cubierta dos veces.

Animaciones
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Esto permite reemplazar el producto punto con un producto de escalares D y dS, y lle-
var Dy fuera del simbolo de la integral. La integral se reduce, entonces, a [(dS, sobre esa
porcnén de la superficie cerrada que D atraviesa normalmente, y su valor es sélo el drea de
esa seccion de la superficie.

Sélo el conocimiento de la simetria del problema permite elegir la superficie encerrada
adecuada, y se obtiene con facilidad si se recuerda que la intensidad del campo eléctrico de-
bida a una carga puntual positiva se dirige radialmente hacia fuera desde dicha carga.

Considérese de nuevo una carga puntual Q en el origen de un sistema de coordenadas
esféricas y decidase en qué superficie cerrada adecuada se cumplen los dos requerimientos
enunciados antes. La superficie en cuestion obviamente es una superficie esférica de cual-
quier radio r centrada en el origen. D es normal a la superficie en todas partes; Dy tiene el
mismo valor en todos los puntos sobre la superficie.

Entonces tenemos,

Q=fDS-dS=j£ DydS
S esf

P=2n A=
= Dsf dS = Dgf f rrsenf df d¢
esf =0 a=0

= 47r? Dy

y de aqui,

Q

D¢ =
5T 4nr2

Puesto que r puede tener cualquier valor y ya que Dy se dirige radialmente hacia fuera,

esto coincide con los resultados del capitulo 2. El ejemplo es trivial, y se podria objetar que
es necesario saber de antemano que el campo es simétrico y se dirige radialmente hacia fue-
ra para obtener la respuesta. Esto es cierto, y la relacién del inverso cuadrado queda como
la unica verificacién obtenida a partir de la ley de Gauss. El ejemplo sirve, sin embargo, pa-
ra ilustrar un método aplicable a otros problemas, incluyendo varios que son casi imposi-
bles de resolver con la ley de Coulomb.

¢Existen algunas otras superficies que pudieran satisfacer las dos condiciones pedidas?
El estudiante deberd determinar qué superficies, como un cubo o un cilindro, no reiinen los
requisitos.

Como un segundo ejemplo, considérese una distribucién de carga lineal uniforme o
colocada a lo largo del eje z y que se extiende de —o0 a +00. Primero debe tenerse un
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conocimiento de la simetria del campo, y se podra considerar completo este conocimiento
cuando se conozcan las respuestas a estas dos preguntas:

1.  (Qué coordenadas influyen en la variacion del campo, o de qué variables es funcion D?
2. ;Cudles componentes de D estdn presentes?

Se plantearon estas mismas preguntas cuando se empled la ley de Coulomb para resol-
ver este problema en la seccién 2.5. Se encontré entonces que el conocimiento obtenido al
responderlas permitia una integracién mucho mas simple. El problema pudo haber sido (y
fue) resuelto sin ninguna consideracién de la simetria, pero resultaba mds dificil.

Sin embargo, al emplear la ley de Gauss, la cuestién no es utilizar la simetria para simpli-
ficar la solucién, pues la aplicacién de la ley de Gauss depende de la simetria, y si no se puede
demostrar que esta simetria existe, entonces no es posible recurrir a la ley de Gauss para ob-
tener una solucion. Responder las dos preguntas anteriores se vuelve ahora “una obligacion”.

A partir del estudio anterior de la linea de carga uniforme, se hace evidente que s6lo la
componente radial de D estd presente, o

D=Da,
y esta componente estd en funcion sélo de p:

D,=fp)
La eleccién de una superficie cerrada ahora es sencilla, pues una superficie cilindrica es la
tinica superficie para la cual D es normal en todas partes y pueden encerrarla superficies
planas normales al eje z. La figura 3.4 muestra un cilindro circular cerrado recto de radio p

que abarca desde z=0az = L.
Se aplica la ley de Gauss,

Q:% Ds-dszDsf d5+0ﬁam dS-}-Ofpane ds
cilindro lados superior inferior
L 27
= Dgf f pdpdz = Dg2nplL
=0 Jp=0

y se obtiene,

Q
De=D, = —
A P 2apL
En términos de la densidad de carga p,, la carga total encerrada es:
Q — pLL
lo cual da
_n
o 2mp
0
P
5, = .
P 2megp

Al compararlo con la ecuacién (20) de la seccién 2.4 se muestra que se ha obtenido el
resultado correcto, y con mucho menos trabajo. Una vez que se ha elegido la superficie
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Figura 3.4 La superficie gaussiana
para una linea de carga finita y uniforme
es un cilindro circular recto de longitud L
y radio p. D es constante en magnitud y
es perpendicular a la superficie cilindrica
en cada uno de sus puntos; D es
paralelo a las tapas de dicho cilindro.

apropiada, hacer la integracién sdlo consiste en escribir el drea de la superficie en la cual
D es normal.

El problema de un cable coaxial es casi idéntico al de la linea de carga y es un ejemplo
extremadamente dificil de resolver desde el punto de vista de la ley de Coulomb. Supénga-
se que se tienen dos conductores cilindricos coaxiales, el interior de radio a y el exterior de
radio b, y los dos de longitud infinita (figura 3.5). Se supondrd una distribucion de carga pq
sobre la superficie exterior del conducto interior.

{J;H

Figura 3.5 Dos conductores cilindricos
coaxiales que forman un cable coaxial
proporcionan una densidad de flujo
eléctrico uniforme dentro de los cilindros
dada por D, = apg/p.
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Las consideraciones de simetria permiten observar que s6lo estd presente la componente D
v que solo puede estar en funcion de p. Un cilindro circular de longitud L y de radio p, donde
a < p < b, debe elegirse necesariamente como la superficie gaussiana, y con rapidez se obtiene:

Q =DdnpL

La carga total en una longitud L del conductor interior es:

L 2m
0= f f el =Bl e
=0 J =0

de lo cual se tiene,

DS=% D:%a,O (a<p<b)

o

Este resultado puede expresarse en términos de carga por unidad de longitud, porque el con-
ductor interior tiene 27rapg coulombs en cada metro de longitud, y de aqui, con p;, = 2mapy,

y la solucién tiene una forma idéntica a la que se obtuvo para una linea de carga infinita.

Puesto que cada linea de flujo eléctrico que sale de la carga en el cilindro interior debe
terminar en una carga negativa en la superficie interior del cilindro exterior, la carga total en
esta superficie debe ser

Q cilindro exterior = *ZJT(IL’G S cilindro interior

y se encuentra que la carga superficial del cilindro exterior es

2nb1‘p5 cilindro exterior — _2?{0!"‘05 cilindro interior

a

P § cilindro exterior — b P S cilindro interior

(Qué sucederia si se usara un cilindro de radio p, p > b para la superficie gaussiana?
La carga total encerrada seria entonces cero, por haber cargas iguales y opuestas en cada ci-
lindro conductor. De aqui que,

0=Dg2nrpL (p>b)
D,=0 (p>b)

Un resultado idéntico se obtendria para p < a. Entonces, el cable coaxial o condensa-
dor no tiene campo externo (con esto se demuestra que el conductor exterior es un “blinda-
je™), y no hay campo dentro del conductor central.

Este resultado también es 1til aunque el cable coaxial tenga una longitud finita y esté
abierto en los extremos, a condicion de que la longitud L sea mucho mayor que el radio b,
de manera que la asimetria en los extremos no afecte apreciablemente la solucion. Tal dis-
positivo se llama también condensador coaxial. Ambos, el cable y el condensador coaxial,
aparecerdn con frecuencia en temas posteriores.

Quizds un ejemplo numérico ayude a aclarar algunos de estos resultados.

| llustraciones
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EJEMPLO 3.2

CAPITULO 3 Densidad de flujo eléctrico, ley de Gauss y divergencia

Considérese un cable coaxial de 50 cm de longitud, con un radio interior de 1 mm y un ra-
dio exterior de 4 mm. Se supone que el espacio entre ambos conductores esté lleno de aire.
La carga total en el conductor interior es 30 nC. Se desea conocer la densidad de carga en
cada conductor, asf como los campos E y D.

Solucion. Se empicza averiguando la densidad de carga superficial del cilindro interior,

— Q cilindro interior 30 x 107?
Ps cilindro interior — 2ral = 27(10-3)0.5)

= 9.55 uC/m?

La densidad de carga negativa en la superficie interior del cilindro externo es

Py 0 Q cilindro exterior ~ _ —-30 x 1079
S cilindro exterior 27thl. 275(4 < 10 3)(0-5)

= —2.39 uC/m?

Por lo tanto, los campos internos pueden calcularse ficilmente:

a -3 —6
p = fes _ 1073955 x 109 _ 9.55 i

e p p

D 9
E = —£ _ 9.55 x 10~ 1079 V/m

°T €  8854x 107 p

Ambas expresiones se aplican a la region donde 1 < p <4 mm. Para p < 1 mm o p >4 mm,
E y D son cero.

n | ::_... ﬁ y aigunas dcmndades
.'.'2 mC!m2 enr=1cm y

3.4 Aplicaciones de la ley de Gauss:
elemento diferencial de volumen

Ahora se aplicardn los métodos de la ley de Gauss a un tipo de problemas ligeramente dis-
tintos, unos que no poseen simetria alguna. A primera vista pareceria que nuestro caso es
imposible, pues sin simetria no puede elegirse una superficie gaussiana simple para la cual
la componente normal de D sea constante o cero en todos los lados de la superficie. Sin di-
cha superficie, la integral no se puede evaluar. Existe s6lo una manera de evitar estas difi-
cultades: elegir una superficie muy pequena cerrada donde D sea casi constante sobre la
superficie y representar un cambio pequeio en D adecuadamente usando los primeros dos
términos del desarrollo en serie de Taylor para D. Lo correcto del resultado se ird mejorando




3.4 Aplicaciones de la ley de Gauss: elemento diferencial de volumen

Ax, 9, 2)
D=Dy=Dgya +Dga+Dya,

. T

e

£
i
|

S SN S S s o |

Figura 3.6 Una superficie gaussiana de tamano diferencial
alrededor de un punto P se usa para investigar la razéon de
cambio espacial de D en la vecindad de P.

a medida que el volumen encerrado por la superficie gaussiana disminuya, y en algunos ca-
sos se llegard hasta el Iimite, cuando este volumen tiende a cero.

Este ejemplo también difiere de los anteriores en que el valor de D no se obtendra co-
mo respuesta, sino que en su lugar se adquirird cierta informacién extremadamente valiosa
acerca de cémo varia D en la regién de la pequeiia superficie escogida. Esto lleva a estable-
cer directamente una de las cuatro ecuaciones de Maxwell, que constituyen el fundamento
de la teoria electromagnética.

Considérese cualquier punto P, como el de la figura 3.6, localizado en un sistema de
coordenadas cartesianas. El valor de D en el punto P puede expresarse en componentes
cartesianas, Dy = D ja + D ga + D a,. Se elige como superficie cerrada una pequefia
caja rectangular, centrada en P, que tiene lados de longitudes Ax, Ay y Az, y se aplica la
ley de Gauss,

La evaluacién de la integral sobre la superficie cerrada requiere separarla en seis inte-
grales, una sobre cada cara,

goas=[ +f of of +f +f
S enfrente posterior izquierda derecha arriba debajo

Considérese la primera de ellas en detalle. Puesto que el elemento de superficie es muy
pequefio, D es esencialmente constante (sobre esta porcién de toda la superficie cerrada) y

i ol
f = Denfrente * ASenfrente
enfrente

= Dcnfrcmc +AyAza,
- D_\'.enfrentc Ay Az
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donde sdlo se tiene que expresar el valor aproximado de D para esta cara frontal. La cara
frontal estd a una distancia Ax/2 de P, y de aqui,

; Ax ; .
Dy enfrente = Do + T x razon de cambio a x de D,

Ax 0D,

= Do+
0T T Tox

donde D es el valor de D, en P, y donde se debe emplear una derivada parcial para expre-
sar la raz6n de cambio con respecto a x de D, puesto que D, en general también varia con

vy z. Esta expresién podria haberse obtenido mds formalmente empleando sélo el término

constante y el término que involucra la primera derivada del desarrollo en serie de Taylor
para D_en la vecindad de P.

Se tiene ahora,
) Ax 0D,
enfrente 2 dax

Se considera ahora la integral sobre la cara posterior,

[ = Dposterior - ASposterior
posterior

= Dposterior -(—Ay Aza,)
_D.t.postcrinr A)" Az

Ax dD,
2 dx

2 Ax 3D,
= { =D+ — Ay Az
posterior 2 dx

Si se consideran estas dos integrales, se tiene,

j;n frente \/p.ostcnor

Al aplicar exactamente el mismo proceso se encuentra que,

fdcrc-.ha Lqmcrda
oD,

+ = ——Ax Ay Az
arriba abajo dz

y estos resultados se pueden reunir para dar:

. (oD, 4D, aD,
D.dS = o Ax Ay Az
s ox dy az

Dx,pusicriur = Uy —

que da,

aD, aD, =
jﬁn-dszgﬁ(,-+,>+a"3~)m )
s dax dy 0z
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La expresién es una aproximacién que resulta mejor conforme Av se reduce, y en la si-
guiente seccién se dejard que Av tienda a cero. Por el momento, se ha aplicado la ley de
Gauss a la superficie cerrada que rodea el elemento de volumen Av y se obtiene como re-

sultado la aproximacioén (7) afirmandose que,

5 = s =
C&rga cnccrrada en el miumen &v = (3 &

+_

ay +

x volumen Av

(8)

Encontrar el valor aproximado de la carga total encerrada en un volumen incremental de
10~° m? ubicada en el origen, siD =e¢*senya_— ¢*cosya + 2za_C/m*.

Solucién. Primero se evalian las tres derivadas parciales en (8):

aD,
ax
aD,

— e_

t 9

= —e *

sen y

Tseny

En el origen, las dos primeras expresiones son cero y la ultima es 2. Por lo tanto, se ve que
la carga encerrada es un elemento de volumen pequefio que debe ser de aproximadamente

2Av. Si Aves 1079 m?

146 43 = 146

, entonces se habrdn encerrado aproximadamente 2 nC.
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Se obtendrd ahora una relacion exacta para (7), que permitird que el elemento de volumen

Av tienda a cero. Escribiendo esta ecuacién como,

ap,  aD, aD) . $.D-dS
afpeaat dfp =
ox ay 0z Av
0, como el limite,
D, oD, 4D, fsD-dS
A e} &=
dx d}’ a7 A|—>0 Av

Q

AU—»O Av
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donde el signo de aproximacion ha sido reemplazado por el de igualdad. Es evidente que el
altimo término es la densidad de carga volumétrica p,, y de aquf que,

aD aD, aD. D+ dS
‘ X e b wE z ) - Iim -fS
ox ay 0z Av—0 Ay

= Py (9)

Esta ecuacion contiene demasiada informacién para analizarla de inmediato y por ello
se escribird como dos ecuaciones separadas,

. aD. f.D-dS
o PR UL S fpl¥edd (10)
ax dy az Av—0 Ay
y
oD, 8D, 4D,
X ) ) =p, (11)
(ax Tt 32) p

por ahora se reservard (11) para considerarla en la siguiente seccién.

La ecuacion (10) no involucra densidad de carga, de manera que los métodos de la sec-
cién anterior se pueden aplicar con cualquier vector A para encontrar jﬁs A - dS sobre una
pequefa superficie cerrada, lo cual conduce a,

(BAI dA, 0A, . $A-dS
S Hr = lim =———
dx ay 0z Av=0 Ay

(12)

donde A puede representar velocidad, gradiente de temperatura, fuerza o cualquier otro
campo vectorial.

Esta ecuacion aparecio tantas veces en las investigaciones fisicas en el dltimo siglo que
recibi6 el nombre descriptivo de divergencia. La divergencia A se define como,

(13)

y se abrevia div A. La interpretacién fisica de la divergencia de un vector se obtiene descri-
biendo cuidadosamente las operaciones implicadas en el lado derecho de (13), donde A de-
berd considerarse como miembro de la familia de vectores de densidades de flujo con el fin
de ayudar a la interpretacion fisica.

La divergencia de un vector del tipo densidad de flujo A es el limite de la cantidad de flujo por
unidad de volumen que sale de una pequeiia superficie cerrada cuando el volumen tiende a cero.

La interpretacion fisica de la divergencia que proporciona esta afirmacién es ttil a me-
nudo en la obtencién de informacién cualitativa acerca de la divergencia de un campo vec-
torial sin recurrir a la investigacion matemdtica. Por ejemplo, considérese la divergencia de la
velocidad del agua en una bafiera después de que el desagiie ha sido abierto. El flujo de sa-
lida neto de agua en cualquier superficie cerrada que se encuentre enteramente dentro del
agua debe ser cero. El agua es en esencia incompresible, y la cantidad de agua que entra y
sale en diferentes regiones de la superficie cerrada debe ser la misma. De aquf que la diver-
gencia de su velocidad sea cero.
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Sin embargo, si se considera la velocidad del aire en un tubo perforado con un clavo,
se observa que el aire se expande a medida que la presién baja y que en consecuencia hay
un flujo neto en cualquier superficie cerrada que se encuentre dentro del interior del tubo.
La divergencia de esta velocidad es, por consiguiente, mayor que cero.

Si la divergencia de una cantidad vectorial es positiva indica la existencia de una fuen-
te de la cantidad vectorial de ese punto. Del mismo modo, una divergencia negativa indica
un sumidero. Puesto que la divergencia de la velocidad del agua antes mencionada es cero,
no existen fuentes o sumideros.? Sin embargo, el aire al expandirse produce una divergen-
cia positiva de la velocidad y cada punto interior puede considerarse una fuente.

Si se expresa (10) con el nuevo término, se tiene

(14)

Nuevamente esta expresion tiene una forma que no involucra la densidad de carga. En rea-
lidad sélo es el resultado de aplicar la definicién de la divergencia (13) al elemento diferen-
cial de volumen en coordenadas cartesianas.

En caso de haber escogido el volumen diferencial p dp d¢ dz en coordenadas cilindri-
cas o r? sen 0 dr df d¢ en coordenadas esféricas, se habrian obtenido expresiones para la di-
vergencia en términos de las componentes del vector en el sistema de coordenadas particular,
v en términos de las derivadas parciales con respecto a las variables de ese sistema. Estas
expresiones se obtienen en el apéndice A y se dan aqui por conveniencia:

(15)

(16)

(17)

Estas relaciones también se muestran en las dltimas paginas del libro.

Debe notarse que la divergencia es una operacion que se aplica sobre un vector y cuyo
resultado es un escalar. Debe recalcarse que, de manera similar, el producto punto, o esca-
lar, era una multiplicacién de dos vectores, la cual resultaba un producto escalar.

* Habiéndose elegido un elemento diferencial de volumen dentro del agua, la disminucién gradual en el nivel del
agua con el tiempo ocasionard que ¢l elemento de volumen quede encima de la superficie del agua. En el instante
en que la superficie del agua intercepta al elemento de volumen, la divergencia se vuelve positiva y el pequefio vo-
lumen se convierte en una fuente. Este problema se evita especificando un punto interno.
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Por alguna razén resulta comiin cometer el error, cuando se utiliza la divergencia por
primera vez, de impartirle una cualidad vectorial a la operacion repartiendo vectores unita-
rios entre las derivadas parciales. La divergencia simplemente indica cudnto flujo sale de un
pequeiio volumen, por unidad de volumen; no se asocia ninguna direccién con ella.

Se puede ilustrar el concepto de divergencia continuando con el ejemplo del final de la
seccion 3.4,

Encontrar div D en el origensiD = ¢ *senya — e “cosya + 2za..

Solucién. Utilizando (14) y (15) se obtiene

oD, ab, aD.
divD = - - =
dx ¥ dy ¥ a9z

=—e¢"seny+e Fseny+2=2

Sin considerar la ubicacion, el valor es la constante 2.
Si las unidades de D son C/m?, entonces las unidades de div D son C/m>. Esta es una
densidad de carga volumétrica cuyo concepto se estudiard en la seccién siguiente.

. 03.7 Encantrar el valor numénw de la dlvetg: cia de Den los puntes mdxcadas sic
@) D = (2xyz —yz)a + (2% — 2xy)a_+ x%ya, C/m?en P,(2, 3, —1); b) D=2p7
sen® qba + pz sen qua + Zp*z sen ¢a Cliet® en Plo=2¢=110° 2= ~1);
rsen¢a C/mzen (r_ 15 o= 30°,

3.6 Primera ecuacion de Maxwell
(electrostatica)
Ahora se desea consolidar lo aprendido en las dos dltimas secciones y proporcionar una in-

terpretacion de la operacion de la divergencia en su relacion con el flujo eléctrico. Las ex-
presiones desarrolladas pueden expresarse como:

¢. D dS
divD = lim i“i— (18)
Av—0 Av
, aD, oD, aD,
dvD=—+ 4 (19)

dx ay 0z

divD = p, (20)

La primera ecuacion es la definicién de divergencia; la segunda es el resultado de aplicar la de-
finicién a un elemento diferencial de volumen en coordenadas cartesianas, con lo que se obtie-
ne una ecuacion por medio de la cual puede evaluarse la divergencia de un vector expresada en
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coordenadas cartesianas; y la tercera es simplemente (11) expresada usando el nuevo término
div D. La ecuacién (20) es casi un resultado obvio si se ha obtenido alguna familiaridad con el
concepto de divergencia definido por (18), puesto que, dada la ley de Gauss,

‘%D-dsz 0
s

fiD-ds _ 0

Av Av

se obtiene, por unidad de volumen,

A medida que el volumen tiende a cero,
f;D-dS . Q
—=——— = lim

lim = Eu L
Av—0 Av Av—=0 Ay
En esta expresion debe verse la div D a la izquierda y la densidad de carga volumétrica a

la derecha,

divD = p, (20)

Esta es la primera de las cuatro ecuaciones de Maxwell como se aplican en la electros-
titica y los campos magnéticos estables, y establece que el flujo eléctrico por unidad de vo-
lumen que sale de un pequefio volumen unitario es exactamente igual a la densidad de carga
volumétrica que existe en €l. Esta ecuacion se llama atinadamente forma puntual de la ley
de Gauss. La ley de Gauss relaciona el flujo que sale de cualquier superficie cerrada con la
carga encerrada, y la primera ecuacion de Maxwell establece exactamente lo mismo, pero
la hace por unidad de volumen y para un volumen que se hace cada vez mds pequeifio y que
en el limite se reduce a un punto. Cuando se considera que la divergencia se puede expre-
sar como la suma de tres derivadas parciales, la primera ecuacién de Maxwell también se
conoce como la forma diferencial de la ley de Gauss, e inversamente, la ley de Gauss se reco-
noce como la forma integral de la primera ecuacion de Maxwell.

Como ejemplo especifico, considérese la divergencia de D en la regién cercana a una
carga puntual Q localizada en el origen. Se tiene el campo

p-_ 2

dmr?

-

y utilizando (17), la expresién para la divergencia en coordenadas esféricas dada en la seccion 3.5:

divD = — -Dr —(D 6 —
W r? ar(r )+rsen9 89( gsen )+rsen9 do

Puesto que D,y D » Son cero, se tiene,

1 d(, Q
divD=——(r° = ]1=0 sir #0
r dr 4mr? (sir#0)
Entonces, p, = 0 en todas partes excepto en el origen, donde es infinita.
La operacion de la divergencia no se limita a la densidad de flujo; se puede aplicar a
cualquier campo vectorial. Se aplicard a algunos conceptos electromagnéticos en los capi-
tulos posteriores.
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3.7 EIl operador vectorial V
y el teorema de la divergencia

Si nuevamente se recuerda que la divergencia es una operacién sobre un vector, que da como
resultado un escalar, al igual que el producto punto de dos vectores que da un escalar, parece
posible encontrar algo que pudiera “puntearse” formalmente con D para producir el escalar
aD, " oD, £ aD.
ax dy az
Obviamente, esto no puede hacerse aplicando un producto punto; el proceso debe ser una
operacion punto.
Con esto en mente, se define el operador “nabla” V como un operador vectorial.

21)

Aparecen operadores escalares semejantes en varios métodos de soluciones de ecuaciones

diferenciales donde con frecuencia D reemplaza a d/dx, D* a d*/dx?, y asf sucesivamente.*

Se conviene al definir V (digase “nabla”) que se le trate como un vector ordinario con la im-

portante excepcién de que resultan derivadas parciales en vez de productos de escalares.
Considérese que V - D significa,

d d a
V "D = _'a.( + _a\w + ._a: . (Dxax + Dya\. + D:a:)
ax dy ° 0z -

Primero considérense los productos punto de los vectores unitarios, descartando los seis tér-
minos que son cero. Asf se tiene

d a ]
V:-D=—(D —(Dy)+ —(D,
5 (D) + 5 (D) + (D)

donde los paréntesis pueden suprimirse para operar o diferenciar:
dD, 9D, aD.
VD= —"+4 — 4+ —
ox ay dz

Reconocemos éstos como la divergencia de D, asi que

“memMWmmm&wmmmmﬁammwwmhummm&wmmmmwmmmmmm@mmd&Mm
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El uso de V - D es mucho mas comin que div D, aunque ambos tienen sus ventajas. Me-
diante el uso de V - D se pueden obtener simple y rdpidamente las derivadas parciales correc-
tas, pero sélo en coordenadas cartesianas, como se verd mas adelante. Por otro lado, div D es
un excelente recordatorio de la interpretacion fisica de la divergencia. Se utilizara la notacion
del operador V - D de ahora en adelante para indicar la operacién de divergencia.

El operador vectorial V no sélo se usa con las divergencias, sino que aparecerd en mu-
chas otras operaciones importantes, como veremos mds adelante. Una de éstas es Vu, don-
de u es cualquier campo escalar, y que da como resultado

] ) du du u
—a, |u=—a,+—a, + —a,

i) a ‘ d 2
U‘u — —8 + — 8y + "
) : az dx ay - 0z

ax ay

El operador V no tiene una forma especifica en otros sistemas de coordenadas. Si se con-
sidera D en coordenadas cilindricas, entonces V - D sigue indicando la divergencia de D, o

v-D=1 2o, 41 Lo

p dp p do 0z

Esta expresion se ha tomado de la seccién 3.5. No se tiene una forma propia de V que ayu-
de a obtener esta suma de derivadas parciales. Esto significa que Vi, hasta ahora sin nom-
bre pero facilmente expresada antes en coordenadas cartesianas, no puede expresarse por
ahora en coordenadas cilindricas. Asi que esta expresion se obtendra cuando se defina Vu
en el capitulo 4.

Este estudio sobre la divergencia finalizara la presentacion de un teorema que se nece-
sitard varias veces en capitulos posteriores: el reorema de la divergencia. Este teorema se
aplica a cualquier campo vectorial para el cual existen las derivadas parciales apropiadas,
aunque serd mas sencillo establecerlo por medio de la densidad de flujo eléctrico. De he-
cho, ya se ha obtenido y ahora queda poco por hacer, excepto sefialarlo y nombrarlo, empe-
zando desde la ley de Gauss,

éD-dS:Q
s

sea,

Q=f pudv
vol

se reemplaza entonces p, por su equivalente,

V'D=pu

fD-dS:Q:‘/‘ pt_a’v:/ V-Ddv
s vol vol

La primera y ultima expresiones constituyen el teorema de la divergencia,

se tiene,

(22)
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- Superficie cerrada §

-

Volumen v

Figura 3.7 Elteorema de la divergencia establece que el flujo total
que atraviesa la superficie cerrada es igual a la integral de la
divergencia de la densidad de flujo en todo el interior del volumen
cerrado. El volumen se muestra aqui en un corte transversal.

el cual se puede enunciar como sigue:

La integral de la componente normal de cualquier campo vectorial sobre una superficie cerrada
es igual a la integral de la divergencia de ese campo vectorial a través del volumen encerrado por
la superficie cerrada.

De nuevo debe remarcarse que el teorema de la divergencia es valido para cualquier
campo vectorial, aunque se obtuvo especificamente para la densidad del flujo eléctrico D, y
después se tendrd la ocasion de aplicarlo a varios campos diferentes. Los beneficios deriva-
dos de este hecho son que se relaciona una triple integracién sobre algiin volumen con una
doble integracion sobre la superficie que encierra ese volumen. Por ejemplo, es mucho mas
facil explicar la agitacién de un liquido que llena una botella buscando fugas en la superfi-
cie de la botella que calculando la velocidad del liquido en cada punto del interior.

El teorema de la divergencia se vuelve obvio fisicamente si se considera un volumen v,
mostrado en un corte transversal en la figura 3.7, al cual lo rodea una superficie cerrada S.
Se divide el volumen en un nimero de compartimientos pequenos de tamano diferencial; si
se considera una de las celdas, se observa que el flujo divergente desde ella entra o conver-
ge en las celdas adyacentes a menos que la celda considerada contenga una porcién de la
superficie exterior. En resumen, la divergencia de la densidad de flujo en todo el interior de
un volumen conduce al mismo resultado que la determinacion del flujo neto que atraviesa
la superficie que lo encierra.

Para ilustrar el teorema de divergencia, considérese este ejemplo.

Evaluar ambos lados del teorema de divergencia para el campo D = 2xya_+ xzav C/m?yel
paralelepipedo rectangular que forman los planos x =0y 1, y=0y2yz=0y 3.

Solucion. Evaluando en primer término la integral de superficie, se puede notar que D es
paralelo a las superficies en z =0y z = 3, por lo que D - dS = 0 ahi. Para las cuatro super-
ficies restantes se tiene




Lecturas complementarias

3 s 3 p2
%D'ds = f f (D)X=D'("“dy dZ ﬂx)+f f (D)x=1 '(dydzax)
S 0 Jo 0 JO
3 pl 3 pl
+ f f (D)y—g + (—dxdza,)+ f f D)y (dxdzay)
0o Jo 0o Jo
3 p2 3 p2
T / f (Dx)):z(]dy dZ + f f (D.r)_:z1dy dz
0o Jo o Jo
3 pl 3 pl
—f f (Dy)y=odx dz + f f (Dy)y—2dxdz
0 Jo 0 JO

Sin embargo, como (D) _, =0y (Dy)_v:() = (Dy)y=2, se reduce a;

3 2 3 2
?gn-d8=f f(Dx)x=1dydz=[ f 2ydydz
S 0 0 0 0

3
=f 4dz =12
0

] 3
VD= —Q2xy)+ —(x%) =2y
ax ay

Puesto que

la integral de volumen se convierte en:

3 p2 1 3 p2
fV-de:f [ f 2ydxdydz=[ [ 2ydydz
vol 0 JO JO 0 JO
3
:f 4dz =12
0

y la demostracién ha concluido. Si se recuerda, cuando se utilizé la ley de Gauss también
se determiné que una carga total de 12 C estaba dentro del mismo paralelepipedo.
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Lecturas complementarias

1. Kraus, J. D., y D. A. Fleisch, Electromagnetics, 5a. ed., McGraw-Hill, Nueva York, 1999. El cam-
po electrostético en el espacio libre se presenta en el capitulo 2.

2. Plonsey, R. y R. E. Collin, Principles and Applications of Electromagnetic Fields, McGraw-Hill,
Nueva York, 1961. El nivel de este libro es un poco mas elevado que el que se estd leyendo aho-
ra, pero es un excelente texto para ser leido “enseguida”. La ley de Gauss aparece en el segundo
capitulo.
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3

Plonus, M. A., Applied Electromagnetics, McGraw-Hill, Nueva York, 1978. Este libro contiene
descripciones bastante detalladas de varios dispositivos pricticos que ilustran las aplicaciones
electromagnéticas. Por ejemplo, véase el estudio de la xerografia en las pp. 95-98 como una apli-
cacion de la electrostatica.

Skilling, H. H., Fundamentals of Electric Waves, 2a. ed., John Wiley and Sons, Nueva York, 1948.
Las operaciones de cdlculo vectorial estdn bien presentadas. La divergencia se analiza en las pp. 22
y 38. La lectura del capitulo 1 resulta interesante.

Thomas, G. B, Jr. y R. L. Finney (véanse las lecturas recomendadas del capitulo 1). El teorema
de la divergencia se desarrolla y ejemplifica desde varios puntos de vista en las pp. 976-980.

31

3.2

33

34

3.5

3.6

3.7

Un bote metilico de pintura, vacio, se coloca sobre una mesa de méarmol, la tapa se
retira y ambas partes se descargan eléctricamente haciendo tierra. Se pega un hilo de
nailon en el centro de la tapa, y se adhieren al hilo una moneda de 1 centavo, otra de 5
y una més de 10 centavos, sin que se toquen una con otra. A la moneda de 5 centa-
vos se le da una carga de +5 nC, mientras que las otras dos permanecen descargadas.
Todo este arreglo se baja dentro del bote de modo que las monedas cuelguen sin tocar
las paredes y se asegura la tapa. El exterior del bote se pone momentdneamente ha-
ciendo tierra. El dispositivo se desarma cuidadosamente con guantes y herramientas
aislantes. a) ;Qué cargas se encuentran en cada una de las cinco piezas metélicas?
b) Si a la moneda de 1 centavo se le ha dado una carga de +2 nC y a la de 5 centa-
vos una carga de —1 nC, ;cudl seria el arreglo final de cargas?

Una carga puntual de 20 nC se encuentra en (4, —1, 3) y una carga lineal uniforme
de —25 nC/m se extiende a lo largo de la interseccion de los planos x = -4y z = 6.
a) Calcular D en (3, —1, 0). b) ;Qué cantidad de flujo eléctrico abandona la superfi-
cie de una esfera de radio 5 y con centro en el origen? ¢) Repetir la parte b si el
radio de la esfera es de 10.

La superficie cilindrica p = 8 cm contiene una densidad de carga superficial p; =
5¢=2% nC/m?. a) ;Cudl es la cantidad de carga presente? b) ;Qué cantidad de flujo
eléctrico abandona la superficie p =8 cm, 1 cm <z < 5 cm, 30° < ¢p < 90°?

En coordenadas cilindricas sea D = (pa, + za [4n(p* + z9)'°]. Determinar el flu-
jo total que abandona: a) la superficie cilindrica p = 7 de longitud infinita; b) el ci-
lindro finito, p = 7, |z| £ 10.

Sea D = 4xya_+ 2(x* 4 %)a, + 4yza, C/m?. Evaluar las integrales de superficie y
encontrar la carga total encerrada en el paralelepipedo rectangular 0 < x <2, 0<y <
%0<z<dm,

Un volumen de carga de densidad constante p, = p, estd en el espacio libre dentro
de laregiéon —o0 < x < 00, —0 <y < 00, Yy —d/2 < z < d/2. Encontrar D y E en cual-
quier parte.

Una densidad volumétrica de carga se encuentra en el espacio libre como p, = 2¢~! %0
nC/mipara0<r< 1 mmy p, = 0 en cualquier otra parte. a) Encontrar la carga to-
tal encerrada por la superficie esférica r = 1 mm. b) Utilizando la ley de Gauss, cal-
cular el valor de D, sobre la superficie r = 1 mm.




38

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

Problemas

Aplicar la ley de Gauss en su forma integral para demostrar que un campo de distan-
cia inversa en coordenadas esféricas, D = Aa, /r, donde A es una constante, requiere
que cada circulo esférico de 1 m de ancho contenga 47 A coulombs de carga. ;Esto
indica una distribucién de carga continua? Si es asi, encontrar la variacién de la den-
sidad de carga con r.

Una densidad de carga volumétrica uniforme de 80 uC/m? estd presente en la regién
8 mm < r < 10 mm. Sea p, = 0 para 0 < r < 8 mm. a) Encontrar la carga total den-
tro de la superficie esférica r = 10 mm. b) Encontrar D_en r = 10 mm. ¢) Si no exis-
te carga en r > 10 mm, encontrar D_en r = 20 mm.

Una densidad de carga volumétrica en coordenadas esféricas varfa como P, = (p,sen
wr)/r?, donde 0, €s una constante, Encontrar las superficies en las que D = 0.

Sea p, = 0 para p < 1 mm, p, = 2 sen(2 000 7p) nC/m> para | mm < p< 1.5 mm y
p, = 0 para p > 1.5 mm en coordenadas cilindricas. Encontrar D en cualquier lugar.

El Sol radia una potencia total de 2 x 10%6 watts (W). Si se pudiera determinar la
latitud y longitud de la superficie del Sol y se pudiera suponer una radiacién unifor-
me, a) ;qué potencia radiaria la regién cuya latitud fuera 50° N y 60° N y una longi-
tud de 12° O y 27° O? b) ;Cudl es la densidad de potencia sobre una superficie
esférica a una distancia de 93 000 000 millas del Sol en W/m?2?

Tres superficies esféricas ubicadas en r = 2, 4 y 6 m tienen densidades uniformes de
superficie de carga de 20 nC/m?, —4 nC/m? y py,, respectivamente. a) Encontrar D
enr=1,3y5 m b) Determinar pg, tal que D =0 en r=7 m.

Una fuente de luz dentro de una esfera translicida de 20 cm de didmetro genera una
densidad de flujo luminoso de 1 000 cos? (6/2)a_lumens/m? en la superficie de la es-
fera. a) ;En qué direcci6n es minima la densidad de flujo? b) Determinar el 4ngulo 6
= 6, en el que la densidad de flujo es la mitad de su mdximo valor. ¢) Determinar el
dngulo 6 = 6, tal que la mitad del flujo total de luz se emita dentro del cono 6 < 8,.

Una densidad volumétrica de carga estd localizada de la forma siguiente: p, = 0 pa-
rap<lmmy para p>2mm, p =4p uC/m? para | < p <2 mm. a) Calcular la
carga total en la region 0 < p < p,, 0 < z < L, donde 1 < p, < 2 mm. b) Utilizar la ley
de Gauss para determinar D en p = p,. c) Evaluar D, en p=0.8 mm, 1.6 mm
y 2.4 mm.

Una densidad volumétrica de carga en coordenadas esféricas de p, = 10e=% C/m? se
encuentra presente. @) Determinar D. b) Verificar el resultado del inciso a) evaluan-
doV-D.

Un cubo estd definido por 1 <x, y,z < 1.2. Si D = 2x%ya_+ 3x’y’a, C/m?. a) Apli-
car la ley de Gauss para encontrar el flujo total que abandona la superficie cerrada
del cubo. b) Evaluar V - D en el centro del cubo. ¢) Estimar la carga total encerrada
dentro del cubo utilizando la ecuacién (8).

Determinar si la divergencia de los campos vectoriales siguientes es positiva, negati-
va o cero: a) el flujo de energia térmica en J/(m? — s) en cualquier punto de un cubo
de hielo; b) la densidad de corriente en A/m? en una barra donde fluya corriente di-
recta; c) la velocidad de flujo de masa en kg/(m? — s) bajo la superficie del agua con-
tenida en una palangana donde el agua circule en sentido de las manecillas del reloj
mirdndola desde arriba.

7
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3.19

3.20

321

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

3.28

3.29

Una superficie esférica de radio igual a 3 mm y centro en P(4, 1, 5) estd en el espa-
cio libre. Sea D = xa_C/m?. Utilizar los resultados de la seccién 3.4 para calcular el
flujo eléctrico neto que abandona la superficie de la esfera.

Suponer que la densidad de flujo eléctrico en coordenadas cilindricas es D = D a .
Describir la dependencia de la densidad de carga o, en coordenadas p, ¢ y z si a) D
f(¢,2); ) D, = (1/p)fig, 2); ¢) D, = f(p).

Calcular V - D en el punto especificado si @) D = (1/z%)[10xyz a_+ 5x%7 a + (27
— 5x%y)a ] en el punto P(—2, 3, 5); b) D = 57* a,+ 10pz a_en P(3, —45°, 5);
c)D=2rsenfsen¢a +rcosfsenda,+ rcos ¢ a,en P(3, 45°, —45°).

a) Un campo de densidad de flujo estd dado por F, = 5a_. Evaluar el flujo saliente
de F, a través de la superficie hemisférica , r = a, (] <f<n2,0< ¢ < 2m. b) [ Qué
obserVdcmn sencilla hubiera ahorrado mucho trabajo en la parte a? ¢) Suponer que
el campo estd dado por F, = 5za_. Utilizando las integrales de superficie apropiadas,
evaluar el flujo neto de salida de F, a través de la superficie cerrada formada por el
hemisferio de la parte a y su base circular en el plano xy. 4) Repetir la parte ¢) utili-
zando el teorema de la divergencia y la integral de volumen apropiada.

a) Una carga puntual Q estd en el origen. Demostrar que div D es cero en cualquier
parte que no sea el origen. b) Reemplazar la carga puntual con una densidad de car-
ga volumétrica uniforme de p , para 0 < r < a. Establecer una relaci6n entre p 4 y Q
y a de tal forma que la carga total sea la misma. Encontrar div D en cualquier punto.

a) Una densidad lineal de carga uniforme p, se extiende a lo largo del eje z. Demos-
trar que V « D = 0 en cualquier parte excepto en la linea de carga. b) Reemplazar la
linea de carga por una densidad de carga volumétrica uniforme p, en 0 < p < a. Es-
tablezca una relacion entre p, y o, de tal forma que la carga por unidad de longitud
sea la misma. Encuentre V + D en cualquier otro punto.

Dentro de la 6rbita esférica definida por 3 < r < 4 m, la densidad de flujo eléctrico estd
dada por D = 5(r — 3)* a_ C/m?. @) ;Cudl es la densidad volumétrica de carga en r = 4?
b) (Cual es la densidad de flujo eléctrico en r = 4? ¢) ;Qué cantidad de flujo eléctrico
abandona la esfera en r = 4? d) ;Cudnta carga estd contenida en la esfera r = 47

Si se tiene un gas perfecto con una densidad de masa p,, kg/m?, y se asigna una ve-
locidad U m/s a cada elemento diferencial, entonces la velocidad de flujo de masa es
0,,U kg/(m? — s). El razonamiento fisico lleva entonces a la ecuacién de continuidad,
V. (p,U) = — dp, /ot a) Explicar la interpretacion fisica de esta ecuacion. b) De-
mostrar que §, p, U - dS = —dM/dt, donde M es la masa total del gas dentro de la
superficie cerrada constante S, y explicar el significado fisico de la ecuacion.

Sea D = 5.00r’a, mC/m? para r <0.08 my D = 0.205 a /r* ;#C/m? para r 2 0.08 m.
a) Encontrar p, para r = 0.06 m. b) Encontrar p para r = 0.1 m. ¢) ;Qué densidad de
superficie de carga podrd ubicarse en r = 0.08 m paraque D =0en r> 0.08 m?
Repetir el problema 3.8, utilizando V - D = p y tomando una integral volumétrica
apropiada.

En una region del espacio libre se encuentra el volumen2<x, y, z<3,D = % (za,
+xza, — 2xy a,) C/m2. a) Evaluar el lado de la integral volumétrica del teorema de
divergencia para el volumen definido aqui. ») Evaluar el lado de la integral de super-
ficie para la superficie cerrada correspondiente.




Problemas

3.30 Sea D = 20p? a, n/Cm’. a) ;Cudl es la densidad volumétrica de carga en el punto

331

P(0.5, 60°, 2)? b) Utilizar dos métodos diferentes para encontrar la cantidad de car-
ga dentro de la superficie cerrada limitadapor p =3,0<z< 2.
Dada la densidad de flujo D = 176 cos (20) a, C/m?, utilizar dos métodos diferentes

para encontrar la carga total dentrode laregion 1 < r<2m, 1 <f6<2rad, 1 < ¢
< 2 rad.

79



